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Exercice 1:
On considére dans R’ le champ de vecteurs : V,(P)= (1+3y—tz,—3x+2tz,2+tx—tzz)m.

1. Pour quelle valeur de t ce champ est-il un torseur ?
2. Lorsque c'est un torseur, calculer son vecteur.

Exercice 2:
1. Montrer qu'un torseur & (R,U) est nul si et seulement si sa résultante générale

est nulle et il existe un point C en lequel son moment est nul:

¢(R.U)=0 & R=0 et 3C/U(C)=0

2. Montrer que deux torseurs ¢ (R,.U,) et ©,(R,.U,) sont égaux si et seulement si
ils ont la méme résultante générale et il existe un point C en lequel leurs moments
sont égaux : =6, < R,=R, et 3C/U,(C)=0U,(C)

3. Soit F un vecteur lié (F=0) dorigine A , qu'on note (A.F), montrer alors que le
champ vectoriel M:P+>M(P)=PAAF est un torseur qu'on note ¢, (F.M) et que ce

torseur est un glisseur.
4. Soit A—f(A) un champ de vecteurs défini sur un domaine Q de l'espace R?,

montrer que le champ vectoriel M:PHM(P):IQﬁAf(a)da est un forseur qu'on

L ﬁzI f(a) da
note C;( ,M) , et qu'il est donné par: ¢ °

f

M(P)=[ Panf(a)da|
5. Montrer quun torseur ¢ (R,U) non nul est un couple si et seulement si son champ

U(P) est uniforme.

Exercice 3:
Soient ¢ (R,U) et¢’(R’,U’) deux torseurs donnés, montrer que :

C=¢" & 3P,P,P, (3 points non alignés) tels que: U(P,)=U’(P) pour i=1,2,3.



Exercice 4:
On se donne deux glisseurs (A,V) et (A", V') tel que A(LLa), A’(0,2,0), V(0,0,a)
et V'(B,3,0) ol o et B sont deux réels. Soit C“z(A,V)+(A’,\7’) ,

1. Donner les éléments de réductionde & en O .
2. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que G soit un glisseur?
3. Déterminer l'axe central de © .

Exercice 5:

Soient A, B et C ftrois points dont les coordonnées, dans le repéere R, (X,,¥,.7,) .
sont données par A(ap,aq,0) , B(-aq,ap,0) et C(0,0,a) ou a, p et q sont des
constantes scalaires connues tels que a>0, p#0 et p’+q°=1. On considére le
torseur G (R,M) fel que:

M(A)-y,=apq et M(A)-7,=0

M(B)-%,=apq et M(B)-Z,=a

M(C)-%,=aq(1+p) et M(C)-y,=ap(q-1).

1. Déterminer la résultante R de © .

2. Compléter la détermination des moments M(A) , M(B) et M(C) .

Exercice 6:
Dans un repere R,(X,.y,.Z,) on considere les trois glisseurs définis par les trois

vecteurs liés suivants: V,=(1,0,-1) d'origine A=(1,0,0), V,=(1,2,2) dorigine
B=(0,1,0) et V,=(A,n,v) dorigine C=(0,0,1) . Soit & la somme de ces glisseurs.

1. Déterminer A,u,v pour que G soit un couple et trouver son moment.

2. Quelle relation doit relier A,u,v pour que & soit un glisseur?

3. Déterminer u,v en fonction de A pour que le support du glisseur G passe par le
point D =(1/3,1,4/3) .

4. Dans le cas ou (A1, v)=(-2,0,-1) trouver I'équation de I'axe central de © .

Exercice 7:
On considére dans le repeére orthonormé %R, (X,,y,.Z,), les torseurs ¢, et G, dont

les éléments de réduction en 0] sont respectivement
{(cosa,—sina,0);(—asina,—acosa,0)} et {(cosa,sina,0);(—asina,acosa,0)}, ol a et o
sont des constates non nulles données, avec ac[0,x] .

1. Préciser la nature de G, et ©, .

2. Soit G =MG +A,G, ou A,A, sont deux réels, trouver l'invariant scalaire 1 de @ ,
le comoment de ¢, , G, et trouver une relation entre 1 et ce comoment.

3. Définir I'axe central de © . Préciser cet axe lorsque A, =4, , puis lorsque A, =-2, .
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Exercice 1:
1) Le champ vectoriel V,:P—V,(P)=(1+3y—tz,-3x+2tz,2+tx~t’z)_ est un torseur si

I'application linéaire qui lui est associée est antisymétrique. Fixons un point Ae R’,
I'application  linéaire  associé au  champ V, est  définie  par:
L:AP — L(AP)=V (P)-V,(A). En prenant A=0, avec O l'origine du repére R de R?,
il vient la matrice suivante de L dans la base de B=(X,y,.7,) de R:

0 3 -t
A=Maty(L)=-3 0 2t |. A est antisymétrique si et seulement si A'=-A. Sachant
t 0 -
0 -3 t
que A'=|3 0 0 |, cefte condition donne 2t=0 et —2t>=0, soit [t =0].
-t 2t -t

Le champ V, est un torseur si et seulement si t=0. V,:P — V,(P)=(1+3y,-3x,2), .

2) Méthode 1: Le vecteur du torseur V, est R=[r r, ] avec
0 -r, 1 0 30

A=|r, 0 -r|=|-3 0 0|,cequidonne r,=r,=0 et r,=-3.D'oll R=-37,.
-, 1, -t 0 0 O

_ - . _ 3
Méthode 2: Le vecteur du torseur V, est R=[r, 1, 1] avec R :%Zéi ALGE).
i=l1

Démonstration :

On a: GA(VAW)=(T-W)V—(i-V)W et LE)=RAE, i=123. D'od
6 ALE)=8 A(RAE)=(E -&)R—(E R)E. Ce qui donne :
3 3 N 3 . . . .

D> & ALE)=D (€ €)R-D (& R)E =3R-R=2R.

i=1 i=1 i=1

Application :
On a: L@E)=-38,, LE,)=3%, L@E)=0, & AL®E)=¢§ A(-38,)=-38 A8, =-38,,

—_ —_ —_ — — — - N = 1 3 — — 1 - — —
€, AL(E,)=¢, A (3€,) =3¢, ¢, =—3¢,. D'ou R=52e.AL(e.):E(—Se3—Se3):—3e3.



Exercice 2:

1) * Implication directe

Supposons que le torseur ¢ (R,U) est nul. Alors V(P,Q)e R*xR*, U(P)=U(Q)=0. Mais
U(P)=U(Q)+RAQP, doll RAQP=0 pour tout couple (P,Q)e R*xR*. Le vecteur R
étant paralléle a tout vecteur de R® , il vérifie nécessairement R =0. Donc on a bien :
R=0 et 3C/U(C)=0, cette derniére étant vérifié en fait pour tous les points de
R’.

* Implication réciproque

Supposons que le torseur G (R,U)est tel que: R=0 et 3C/U(C)=0 et soit
Pe R*. Par la formule de distribution on a: UP)=U(C)+RACP=0, et le torseur
& (R,U) est nul.

2) * Implication directe

Supposons que G =3, , alors U,(P)=U,(P) pout tout point PeR’. Dol
U,(P)-U,(P)=(U,-U,)P), et le torseur ¢ =¢ -G, est nul. D'aprés la question 1,
R,-R,=0 et 3C/(U,-U,)(C)=0 , c'est-d-dire: R, =R, et 3IC/T,(C)=0T,(C).

* Implication réciproque

Supposons que R, =R, et 3C/U,(C)=0U,(C) et soit PeR’. Par la formule de
distribution, on a: U,(P)=U,(C)+R, ACP=U,(C)+R,ACP=U,(P), pour tfout point
PeR’. Donc ¢, =G, .

3) Soit F#0 un vecteur lié d'origine A .

* Montrons que le champ vectoriel (moment) M:P — M(P) =PA AF est un torseur.

Soit (P,Q)e R*°xR*,ona: M(P)=PAAF=(PQ+QA)AF=PQAF+QAAF=M(Q)+PQAF,
d'oti [M(P)=M(Q)+FEAPQ| qui est la propriété fondamentale qui caractérise un

torseur. Ce torseur particulier est noté ¢, (F.M) ol M est le moment en un point

donné.

* Montrons que ce torseur est un glisseur.
On a: M(A)=AAAF=0, comme F=0 le torseur ¢, (F.M) est un glisseur. On peut

4 . F‘
I'écrire sous la forme : €, = .
A

4) Soit A —f(A) un champ de vecteurs défini sur un domaine Q de I'espace R®, et le
champ vectoriel M:P+> M(P)= J-QP—a/\f(a) da. Montrons que ce champ est un torseur.



Soit (P,Q e R’xR?, on a:

M(P)= | Panf(a)da=[ (PQ+Qa)af(a)da=] PQnf(a)da+[ Qanf(a)da, soit
M(P)=PQA([ T(a)da)+[ Qanf(a)da=M(P)+RAQP, avec R=| f(a)da. On note ce
ﬁzj f(a) da
forseur : G = ° :
) :JQPa/\f(a)da

Remarque : le torseur G n'est pas nécessairement un glisseur (confére exercice 5).

5) *Implication directe

Supposons que & (R,U) est un couple, alors R=0 et le champ est non nul (car un
couple est non nul par définition). Soit Pe R*, alors U(P)=U(A) avec A un point fixe
quelcongue. Donc, le champ U est uniforme non nul.

* Implication réciproque

Supposons que le champ U est uniforme non nul. Soit A un point fixe et PeR® un
point  quelconque, alors la relation de distribution permet d'écrire:
UP)=UA)+RAAP ol R est le vecteur du torseur. On en déduit que

U(P)=U(A)=RAAP=0 pour tout vecteur AP. Le vecteur R est donc paralléle &
tous les vecteurs de R’, il est donc nécessairement nul, R=0 et le champ U définit
un torseur & (0,U) qui est un couple.

Exercice 3:
*Implication directe

Supposons que E’(f{,fj):ﬁ”(ﬁ’,fj’), alors R’=R et 3C/U(C)=0’(C) . Soit peR?,
alors U(P)=U(C)+RACP et U'(P)=U'(C)+R'ACP, donc U’(P)=U(P). L'égalité étant
vérifiée pour tous les points Pe R’, elle est en particulier vraie pour trois points non
alignés.

* Implication réciproque

Supposons qu'il existe trois points P, P, P, non alignés pour lesquels: U(P)=U'(P),
alors UP,)=U(P)+RAPP, et U(P)=U(P)+R'APP,. Dot (R-R)HAPP,=0. De
méme, on vérifie que (R-R)APP, =0. Le vecteur (R-R’) est ala fois parallele a pp,
et a pp,. Il est nécessairement nul car PP, et PP, sont non colinéaires vu que les
trois points P, P, P, sont non alignés. On en déduit que R’=R et puisque les deux
torseurs @“(ﬁ,fj):t’(ﬁ’,{j’) coincident en un point (en fait ici en frois points), ils

sont identiques (d'aprés la question 2 de l'exercice 2).



Exercice 4:
1) Calcul des éléments de réduction en O.

* Ona: ¢=(AV)+(A,V’). En notant ce torseur & (R,U), il vient immédiatement
R=V+V’, soit R =(aZ,)+(BX,+3¥,). En réarrangeant R =Bx, +3y,+07, .
* Le champ en O s'obtient par addition des champs des deux glisseurs (A,V) et

(A’,V’) en O, soit U(O)=0AAV+O0A’AV’. Calculons les deux produits vectoriels

. i() Y() z() . )_i() Y() Z()
OAAV=[1 1 o|=0%,—0F, et OA'AV'=| 0 2 0 |=-2p3,. D’ou
0 0 o B 3 0

U(0) = ax, — oy, — 27, .

2) Puisque R =BX,+3y,+0az,=0 pour tout réels o et B, le torseur ¢ (R.U) est un
glisseur & 1=R.U(0)=0.

On a: R.U(O)=(BX,+3Y, +0Z,).(aX, — oy, —2B7,) = af — 30— 20B = —30— ot = (3 +P) .
D'otll RUO)=0<a=0 ou B=-3.

Conclusion : ¢ (R,U) est un glisseur si et seulement si o=0 ou B=-3.

3) Axe central de ¢ (R,U).

R =%, +3y,+07,#0 donc l'axe central existe. Dans le polycopié trois méthodes

peuvent &tre appliquées pour trouver I'équation cartésienne ou paramétrique de l'axe
central A.

e Méthode 1 du polycopié :
PecA=3 AeR:UMP)=AR. Or U(P)=U(0)+R AOP. En posant: OP =xX, +yy, +7Z,, il

o B X B o+3z—ay=AB
vient : | —a [+| 3 [A]y |=A| 3 |. D'ol {—a+oax—Pz=3\ , soit apres élimination de A les
28| | z o -2B+By—-3x =L
o—oy+3z —-o+ox—Pz  -2B-3x+Py

équations cartésiennes suivantes : (en fait, il

B 3 o
suffit d'en prendre deux équations parmi les trois possibles; la troisieme étant liée
avec les deux autres).

e Méthode 3 du polycopié :
On utilise pour déterminer l'axe central I'équation paramétrique suivante :

Pe A3 keR:ﬁ’zL@+kﬁ.
K|
0 _ _ i0 )70 zO
On a: HRH =’ +B2+9 et RAUO)=[B 3 «a |, soit

o -a 20
R AU(O) = (-6B+a*)X, + (o +2B*)Y, + (0B —30)7, .



[ 6B+’ ]
S A
o +pB°+9
2 2
d'od OP= %Hk . L'axe central du torseur & (R,U) est la droite qui
o
St
L —(X.¥0-Z9)
[ —6B+0 ]
o’ +B°+9
. > +2p° . = - -
passe par le point A = % et de vecteur directeur R =X, +3y, +0Z,.
o +p"+9
—af—3a
o’ BT+ |

Remarque : les deux méthodes sont parfaitement équivalentes. La méthode 1 admet

un avantage par rapport d la méthode 3 car elle permet d'obtenir rapidement les
équations cartésiennes.

Exercice 5:
1) Dans la base (X,,y,.7z,) les vecteurs M(A), M(B)et M(C) et R ont pour
composantes :
o apq aq(p+1) R,
M(A)=|apq |, M(B)=| B |, M(C)=|ap(q—D | et R=|R,| ol o, B et y sont les
0 a Y R,

composantes inconnues.

Les égalités suivantes provenant de la relation de distribution :

M(B)=M(C)+RACB, M(C)=M(A)+RAAC et M(A)=M(B)+RABA entrainent les
équations suivantes :

lapq| [aq(p+D] [R,] [-aq] apq =aq(p+1)—aR —apR, 0=aq—aR, —apR,

B |=|ap(q-1) |+|R, |A| ap | & {B=ap(@—1)+aR, —agR, < <B=ap(q-1)+aR —agR,
| a Yy | IR,| | 2] a=y+apR, +aqR, a=7Y+apR, +aqR,
faq(p+1) o] [R,] [-ap] aq(p+1)=a+aR +aqR, aq(p+1)=a+aR +aqR,
ap(q—1) |=|apq |[+| R, |A| —aq | & qap(q—1)=apq—aR —apR, & j-ap=-aR —apR,
Y 0| [R,] [ a ] Y=-aqR, +apR, Y=-aqR, +apR,

o | [apa] [R,] [a(p+q)| [a=apg-a(q-p)R,
apq|=| B |+|R, [rla(@—p) | japg=P+a(p+qR,
0 a | [R,] 0 0=a+a(q-pR, —a(p+q)R,




Parmi les 9 équations, les 3 équations suivantes ne font pas intervenir les inconnues
o,Bety:

Ry +pR, =q

R +pR,=p

(p—R, +(p+R, =1
Ce systeme peut €tre résolu en substituant R, et R, par leurs expressions en

fonction de R, dans la  troisieme  équation, il  vient alors:
R, =q-pR, R,=q-pR,
R, =p-pR, .D'oll {R, =p-pR, , soit
p(p-q)(1-R,)+(p+q)(q-pR,)=1 (P’ —pa) - (p* —pPR, +(pq+q°) = (p* +pg)R, =1
RY :q_pRZ Rx :p
R, =p-pR,, c'est-a-dire <R, =q|.
—2p2RZ =0 R, =0

2) Pour le calcul de o, B et vy, nous pouvons utiliser les équations :
o =apq—a(q—pR, o =apq
B=ap(q—1)+aR, —aqR,, d'ou {B=apq . Nous pouvons vérifier que les trois équations
y=-aqR, +apR, vy=0

ag(p+l)=o+aR +aqR, aq(p+1)=a+aq
qui restent a savoir {apq=B+a(p+q)R, sont bien vérifiées : <apq=B
a=y+apR, +aqR, a=7y+ap’ +aq’
apq apq aq(p+1)
Il vient donc finalement : M(A)=|apq |, M(B)=|apq | et M(C)=|ap(q-1)|.
0 a 0

Exercice 6 :
1) Posons G =(A.V,), G =(B.V,) et ¢

(C.V,) . Le torseur somme des trois

glisseurs précédents est donc: ¢ =G +C, +G,.
G est un couple & R=0 et 3P:U(p)#0.
Ona: R=V,+V,+V,. D'oll R=(A+2)%, ++2)y, +(v+1)7,. R=0 & A=-2,u=-2,v=-1.

Le moment du couple est constant, nous pouvons le calculer au point A. D'ol
1 1

U(A)=V, ABA+V,ACA.Or BA=|-1 et CA=|0 ce qui donne

(X9-Y0-Z0) (X9-¥0-Z0)
_ . i() y() z() _ . i() y() 0
V,ABA=|1 2 2 |=2X,+2y,-3%, et V,ACA=|-2 -2 -1|=2%,-3y,+2%,.D'ou
1 -1 0 1 0 -1
U(A)=4%, -y, —7,. On constate que U(A)=0 donc le torseur est bien un couple lorsque
A=-2,u=-2,v=-1.

N/



2) © estunglisseur & 1=0 et R#0.

La deuxiéme condition impose : A#-2 ou pu#-2 ou v=-1.

Par définition, ona: I=R.U(A).

U(A)=V, ABA+V, ACA , d'aprés la premiére question : V, ABA = 2%, +2y, —37,.

Xo Yo Zy 2—u
V,ACA=| A pn v |=—uX, +(A+V)y, —1Z,. D'oli : T(A)=|A+Vv+2 et
10 -1 -3
A+2 2—u
I=RUA)=UA)=|u+2 || A+V+2 |=4A—p -V +5.
v+1 -n-3

=0 & 4h—u-v+5=0.
Finalement le torseur G est un glisseur si et seulement si: 4A-p-v+5=0 et (A=-2 ou
w#-2 ou vz-l1).

3) Le support du torseur passe par le point D < U(D)=0 .
Par la relation de distribution des torseurs, on a: UD)=U(A)+RAAD Avec

~2/3 A+2
AD=| 1 et R=|p+2 , il vient :
4/3 (X0.¥0-Z9) V+1 (X0.Y0+Z)
X, Y, I, 4u/3-v+5/3
RAAD=|A+2 u+2 v+1|=|-41/3-2v/3-10/3
2/3 1 4/3 A+2u/3+10/3 ]
P 4u/3-v+5/3 w/3-v+11/3
D'oll UMD)=|A+V+2|+|—4A/3-2V/3-10/3 |=| -A/3+V/3-4/3
-3 A+21/3+10/3 A—w/3+1/3

(X0:Y0-Z0)

W/3-v+11/3=0
UMD)=0 & {-A/3+Vv/3-4/3=0. Pour résoudre ce systeme, il suffit de calculer v et A
A—w/3+1/3=0

en fonction de u a partir de la premiére et troisieme équation et de remplacer leurs
expressions dans la deuxieme équation. Il vient alors: v=p/3+11/3 et A=pn/3-1/3,
puis v-A—-4=pu/3+11/3-u/3+1/3-4=0, soit 11/3+1/3-4=0, ce qui est toujours
vérifié, le systeme est donc compatible. Il existe alors une infinité de solutions.
Exprimons p,v en fonction de A. La troisiéme équation permet d'écrire : [u=31+1]. En
substituant cette derniére équation dans la premiére équation, on obtient : [v=A+4]

4) On utilise la méthode 2 du polycopié (page 31).
Soit P(x,y,z) un point de R’ et A laxe central du torseur , on a:

Pe R’ < UP)AR=0.



En utilisant la relation de distribution, on a: U(P)=U(A)+R A AP. D'aprés la question

2 0 2 0 x—1 2+2z7
2,ona: UA)=|-1 et R=|2 ,doti: UP)=|-1|+[2|A| v |=] -1
-3 0 -3 0 z 2-2x

(i()vy()vi()) (iD’yD’iD)

242z 0 4x+2
— — _. L x=—=1/2
Le calcul donne: UP)AR=| -1 [Al2]|=] 0 |. U(P)AR:O@{ _q Donc
“1-2x| |0] [4z+4 ‘
I'axe central est la droite passant par le point de coordonnées (-1/2,0,—1) et parallele

al'axe des'y.

Exercice 7:
1) En réduisant les torseurs en O, on a: ¢ =(R,.U,(0)) et ¢, =(R,,U,(0)), avec:
cos(ar) —asin(o) cos(a) —asin(o)
R, =| —sin(a) , U,(0) =| —acos(a) , R, =| sin(a) , U,(0)=| acos(a)
0 0 0 0

(X9.0:Z9) (X0.Y0+Z9) (X0.Y0+Z9) (X0.Y0+Zo)
Nous remarquons que R, #0 et R, #0.
¢ Le torseur G =(R,.U,(0))est un glisseur < I, =R,-U,(0)=0. Le calcul du
produit scalaire donne : I, =R,~U,(0)=-asin(a)cos(c)+asin(cr)cos(a) =0. Donc,
puisque R, =0, le torseur ¢ =(R,,U,(0)) est bien un glisseur.
e De méme I,=R,.U,(0)=0, ce qui permet de conclure, puisque R, =0, que le
torseur ¢, =(R,,U,(0)) est un glisseur.

2) Soit T =L\ =+\,G, ol A, A, e R.

* Invariant scalaire de ¢
Ona: I=R.U(0), avec R=AR,+A,R, et U(0)=1,U,(0)+A,U,(0). Le calcul donne

(A, +A,)cos(a) —a(A, +A,)sin(a)
R =| (A, —2,)sin() et U(0O)=| a(\, —A,)cos(a) , puis
0 0

(X0:Y0-Z9) (X0-Yo05Z0)

I=a[ (L, —1,)" —(&, +A,)” [sin(ar) cos(ar) = —4A, A a sin(o) cos(ar) . {1 = =22, A asin(200) | .

* Comment de ¢ et G,
Par définition, ona: G,+¢, =R ,+U,(0)+R,-U,(0) et le calcul donne

C,+G, = —2asin(a) cos() — 2asin(ar) cos(a) = —4asin(a) cos(a) , Soit |G, +C, = —2asin(2)
Par comparaison de I et GG, on obtient: [I=AA,C G|




3) Axe central du torseur G
Soit P(x,y,z) un point de R’ et A laxe central du torseur &, on a:
PeR’< FkeR:UMP)=kR. En utilisant la relation de distribution, on a:

—a(A, +A,)sin(a) (A, +X,)cos(o) X —a(A, +A,)sin(a) + (A, —A,)zsin(o)
U(P) = a(h, —A)cos(a) |+| (A, —A))sin(a) [Aly |=| a(k, —A,)cos(a) — (A, +A,)zcos(Q) |.

0 0 z (A, +A,)ycos(o) + (A, —A,)x sin(o)
D'ou les équations cartésiennes de I'axe central qui s'écrivent :
(A, +A,)ycos(o) + (A, —A,)xsin(a) =0
—a(A, +A,)sin(a) + (A, —A))zsin(a) _ a(h, —A))sos(a) — (A, +A,)zcos(a) , Soit
(A, +L,) cos(ar) - (A, —A,)sin(ow)

(A, +X,)ycos(a) + (A, —A,)xsin(a) =0
{[(xz —,)”sin” (@) + (A, +4,)° cos’ (@) |z =a(X; —A])|

e cas A =A,

A ycos(a) =0 ) y=0 . .
Danscecas:|y., , Soit dans le cas A, #0 et a=m/2 : , C'est-a-
A; cos™(a)z=0 z=0
dire I'axe des x.
Si A, =0, alors le torseur est nul.
—2ah, 0
Sia=n/2 et A, #0,alors UO)=| 0 |et R=|0], le torseur est un couple.
0 0
e cas A, =-A,
2\, xsin(o) =0 ) x=0
Dans ce cas: ) . , soit dans le cas A, #0 et a#0 o#mn: ,
4\, sin“(o)z =0 7=0
c'est-d-dire l'axe des y.
Si A, =0, alors le forseur est nul
0 0
Si =0 ou a=m et A, 20, alors U(O)=|+2a), | et R=|0|, le torseur est un
0 0

couple.
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Exercice 1:
Soient R, (0,.X,,¥,,Z,) un repere de référence, orthonormé direct, R,(0,,%,,y,.Z,) un

repere lié au solide S, et R,(0,,X,,¥,,Z,) un repére lié¢ au solide S, . Les deux corps S,
et S, sont en mouvement par rapport a R, .

» S, est une barre O/L, de longueur 2/ dont I'extrémité O, coincide avec O,; elle se
déplace dans le plan (O,.%X,,y,), et on la repére par le parametre ¢=(X,.X,), mesuré
autour de 7, ; OL, =2/%,, avec 7, = 7,.

» S, est une plaque carrée, de coté 2a, qui peut glisser et tourner autour de (O,,%,),
A,B,=2a%,, ({>a), %, =%,; G, étant le centre de la plague et O, le milieu de A,B,,
on pose 0,G,=ay,. On repére S, par les paramétres 0,0, =A%, (7,.7,)=6, mesuré

autour de X,.

¢ Y,
|
|
|

|
I G, Yo
: 0
R 4 I -7
¢ A, - Y
io O2
B
2 S X, =X,
~
Ll =~ ~\

1. Calculer vectoriellement la vitesse relative et la vitesse d'entrdinement de G,
(repere relatif R, et repere absolu R,). En déduire les composantes dans R, de la
vitesse absolu de G,.

2. Calculer les composantes de l'accélération absolu de G, en projection dans R, :

2.1. Par la méthode de dérivation vectorielle composée.
2.2. Enappliquant le théoreme de composition des accélérations.

1



Exercice 2:

Yo

Soit R,(0,.X,,¥,,Z,) un repere orthonormé direct déduit d'un repére fixe orthonormé
direct %,(0,.%,,,,Z,) par une rotation de vecteur Q(R,/R,)=67,. On matérialisera
laxe O,x, sur lequel un disque D(A,a) est astreint d se déplacer en restant dans le
plan (0,x,.0,y,). Si I est le point de contact et P un point lié au disque, on pose :
(A—xlﬁ):(p et O,l=r%,. On peut aussi définir le repére orthonormé direct lié au
disque D(A,a) par %R(A,X,y.7Z,) avec AP=ax ol X est le vecteur unitaire de la
direction AP. Tous les résultats seront exprimés dans la base associée au repére
R,(0,.%,.5,.7,) -

1. Calculer la vitesse de glissement V(Ie C/%,), du disque D(A,a) sur la droite OX,.
Evaluer V(I/%,), V(I/R) et trouver V(Ie C/RK,).

2. Donner |'expression du vecteur accélération y(1e C/R,) du point de contact I .

3. On étudie le mouvement de P dans le repere R,(0,,X,.y,.Z,) considéré comme
absolu. Si R,(0,.X,,y,.Z,) est le repere relatif, donner les expressions :

3.1. Desvitesses V(P/R,), V(PeR,/R,) et V(P/R,).

3.2. Des accélérations 7(P/R,), 7(Pe R, /R,), 7. et 7(P/R,).



Exercice 3:
Soit R,(0,.%,,Y,,Z,) un repére fixe orthonormé et direct et soit un solide S

constitué du disque, de centre B et de rayon a, et du segment AB de longueur a. La
tige étant perpendiculaire au plan contenant le disque. Le solide S est mobile de fagon

que O,A =27, et ABZ,=0.

Soit P un point lié a la circonférence du disque et soit R(A,X,y,Z) le repeére
orthonormé direct défini par X =AB/a et Z=BP/a. On définit aussi un autre repére
orthonormé direct intermédiaire R, (0,.X,V,7,).

1. Définir les parametres de position du solide S.
2. Déterminer, en fonction des vecteurs de la base associée au repére R, , le vecteur

vitesse instantanée, V(P/%X,), du point P par rapport d R, .
3. Déterminer, en fonction des vecteurs de la base associée au repere %, , le vecteur
accélération instantanée, ¥(P/R,), du point P par rapporta Ri,.

Z,

<!

>
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Exercice 3:
Soit R,(0,.%,.Yy,Z,) un repere fixe orthonormé et direct et soit un solide S

constitué du disque, de centre B et de rayon a, et du segment AB de longueur a. La
tige étant perpendiculaire au plan contenant le disque. Le solide S est mobile de fagon
que O,A =27, et AB7,=0.

Soit P un point lié a la circonférence du disque et soit R(A,X,y,Z) le repeére
orthonormé direct défini par % =AB/a et Zz=BP/a. On définit aussi un autre repére
orthonormé direct intermédiaire R, (0,,X,v,7,).

1. Définir les parametres de position du solide S.
2. Déterminer, en fonction des vecteurs de la base associée au repéere %, le vecteur

vitesse instantanée, V(P/%X,), du point P par rapport d R, .
3. Déterminer, en fonction des vecteurs de la base associée au repere %, , le vecteur
accélération instantanée, ¥(P/R,), du point P par rapporta R,.

Z,

<!



Exercice 4 :

Soit R, (0,.%X,,¥s.Z,) un repere fixe orthonormé et direct et S, un solide rigide ayant
la forme d'un cerceau de rayon ay2. S, est mobile autour d'un diamétre fixe
AB=20B=2a\27, (0,=0,,7,=7,): % €étant un vecteur unitaire porté par l'axe du
cerceau, on repére S, par l'angle a=(%,.%,), mesuré autour de 7,.

S, est une barre CD de longueur 2a. On suppose que les extrémités C et D peuvent
coulisser tout le long de S,. O, est au milieu de la barre et on pose x,=%,,
CD =20,D =2ay,. On hote B=(¥,.y,), mesuré autour de %,.

Soit M un point mobile sur S, dont on repere la position par O,M=yy, .

1) Calculer les vitesses des extrémités C et D du solide S, par rapport au
référentiel X, (0,,%,,¥,.7,).

2) Calculer en prenant %, pour repére relatif, les vitesses d'entrainement de C et D.
En déduire les vitesses absolues de C et D.

3) Calculer la vitesse de M par rapport @ %, (on exprimera les composantes dans
R, (035, 97:))

4) Calculer, avec %, pour repere relatif, les accélérations relative, de Coriolis,

d'entrdinement, du mobile M. En déduire I'accélération absolue.
5) Retrouver l'accélération absolue par la méthode de dérivation vectorielle composée.

Z,=1,
A y L
— 2 Z,=7
zZ, ‘4
P 4 7
Bl p %2 D )
_ Y,
Y
0, o g >
ol
C OO S}O OO y]
X, A X, =X,
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Les reperes qui interviennent sont :
- R,(0,,%,,9,,Z,) repere absolu,
- R,(0,,%X,,9,,Z,) premier repere relatif lié¢ au solide S, (0,=0,),

- RX,(0,.%,,Y,,Z,) deuxieme repere relatif lié au solide S, .
1) * Calcul de la vitesse relative (repere relatif %, et repere absolu %)

Méthode 1 : Calcul direct

Le vecteur vitesse de G, dans le référentiel % (0,.X,,y,,7Z,) est défini par:

<7 d ' A}
V(G,/R)= 96, or 0,G,=0,0,+0,G, =A%, +ay,, d'ou
%
V(G,/R,)= 40,6, _ 40,0, +dO2G2| . Avec 390: =A%, et
de | dt | dt | t

d0,G,| _dO,G,|

- - +Q(R,/R)A0,G, =0+(6%,)A(ay,)=(0%,)(ay,) =ab7,, il vient

R,

b,

V(G,/R,)=AX, +ab7, |

Méthode 2: Composition des vitesses (repere relatif %, et repére absolu %)

Par la formule de composition des vitesses, on a: V(G,/®,)=V(G,/R,)+V(G,eR,/R)).
* V(G,/R,)=0 (G, est fixe dans R, )

* En utilisant la relation de distribution du torseur cinématique (champ des vitesses de
S, par rapport a R, ) avec les points O, et G, de S,, il vient :

V(0,eR,/R,)) = d(iiltoz =A%,

R,

V(G,eR,/R)=V(0,eR,/R)+QR,/R,)~0,G,  avec et

QR,/R)A0,G, =(6%,) A(ay,) = (6%, ) A (ay,) =a6Z,. D’0lt | V(G, € R, /R,) =AX, +ab7, |

* Calcul de la vitesse d'entrainement de G, (repére relatif %X, et repére absolu %)
Cette vitesse est par définition: V(G,e ®,/R,) . Pour la calculer, on utilise la relation de
distribution du torseur cinématique du mouvement de S, par rapport a %,, ainsi:
V(G,eR,/R,)=V(O,eR,/R,)+QR, /R,)A0,G, . Avec V(O,eR,/R,)=0



et QR,/R,)A0,G, =(¢7,) A (AX, +ay,) =(07,) A (AX, +acos()y, +asin(0)7, ) = Ay, —apcos(0)X,, on
obtient V(G,e R, /R,) =0+A¢y, —apcos(0)%, , Soit [V(G, e R, /R,) =—apcos(8)X, +A¢y, |.

* Vitesse absolue de G, exprimée dans %,
Par composition des vitesses, on a: V(G,/R,)=V(G,/R)+V(G,eR, /R,). Dol
V(G,/R,) =A%, +ab7, —apcos(0)X, +Apy,. Pour obtenir cette vitesse dans %, il suffit

d'exprimer le vecteur z, dans la base de %,. La représentation graphique suivante est
utile pour cela.

NI

NI

'\e

Yi

La figure montre ainsi que 7, =—sin(8)y, +cos(8)z,. D'oll
V(G,/R,) =(A—apcos(®))%, + Ay, +ad(—sin(6)y, +cos(8), ) , Soit

X—a(’pcos(e)
V(G,/R,)=(A—-adcos(®))%, +(Ap—absin(8) )y, +abcos(9)Z |, ou encore [V(G,/R,) =| Ap—adsin(6)
aBcos(0)

2.1) Méthode de dérivation vectorielle composée
dV(G, /R,)

Par définition de l'accélération absolue, ona: ¥(G,/R,) = -

Ro
Le fait que, dans la question précédente, le vecteur V(G,/®,) ait été projeté dans X,
nous invite a utiliser la formule suivante de dérivation composée
dV(G,/R,)| _dV(G,/R,)|

G, /R,) = +QR,/R)AV(G,/R,).

« dV(G, /9(0)| _ d(?l, —a('pCOS(G)) s 4 d(?\,('p—aésin(e)) 5+ d(aécos(e)) 7 soit
dt |m dt ! dt 1 dt i
dV((Zzt/m_O) = (A~ aipcos(6) +apBsin(8) )X, +(Ap+1ip—absin(6) —ab cos(9))y, +(abeos(8) a6’ sin(0) ),

X
* QR IR) AVG, /R =(97,) | (A -apeos(®))%, + (Ap—absin(®)), +abeos(6)7 |, soit
QR /R) AV(G, /R =—¢(Ap—2absin(9) )X, + (A —adcos(8) ).

L —A@* —aipcos(0) + 2a0@sin(0)
D'oll |¥(G,/R,) =| 2A¢p +A{—absin(8) —a (6> +¢* ) cos(8)
aBcos(0) —ab’ sin(0)

xR




2.2) Application du théoreme de composition des accélérations
En prenant le repére relatif %, et le repére absolu %,,ona:
Y(G,/R)=WGC,/R)+ VG, € R, /R, +2QR, /R, AV(G,/R)).

Ye Ye
d(abz, ) , d(-absin(®)7,) _d(@dcos(6)7,)
dt dt

dV(G, /R,)

, soit:
dt

* UG, /R, = =X, +

%

=A%,

%,
VG, /R,) =A%, +(-absin(®) —ad” cos(8)) ¥, + (aBcos(6) —ad’ sin(8) )7, .

* Par la formule du champ des accélérations d'un solide, appliquée aux points G, et O,
supposés liésa X, , il vient :

dQR, /R,)

VG, e R, /K =0, € R, /Ry + =L

AO,G, +Q(R,/R) A (LR, /R) ~0,G, ), soit

Ry

d(¢z,)

NG, e R, /R,) :6+T A (AR, +ay, ) +(0Z,) A[ (97,) A(AX, +ay,) |, ou encore

Ry

VG, e R, /R, =(9Z,) A(AX, +ay,) +(0Z,) A[ (0Z,) A (AX, +ay,)]. La figure de la page précédente

montre que y, =cos(8)y, +sin(0)Z, . D'otl

VG, e R, /R,) =(9Z,) A (AX, +acos(0)y, +asin(0)Z, ) +(¢Z,) A[ (§Z,) A (AX, +acos(0)y, +asin(0)Z,) |, soit
VG, e R, /R,) =1y, —apcos(O)X, +(§Z,) A (MY, —adcos(0)X,) = (-Ad* —aipcos(6)) X, + (A —a¢’ cos(8) )y,
* 20(R, IR AV(G, /R) =2(¢7,) A (AR, + b7, ) = 2a0sin(0), + 244y, .

En additionnant les trois contributions de l'accélération absolue, il vient finalement :

A —A@* —aicos(0) | | 2a0¢sin(0)
G, /R,) =| —absin(0) —ab” cos() |+| A{—a’cos(8) |+ 200 , soit
abBcos(0) — ab* sin(® 0 0

A —A@* +2a0sin() —adcos(0)
UG, /R,) =| 24+ Ai—absin(8) —a(6” +¢* ) cos(6)
aBcos(0) — a6 sin(0

Remarque:

* Les deux méthodes permettent d'obtenir le méme résultat. Mais la méthode a base de
la formule de dérivation vectorielle composée est la plus intéressante dans le cas de cet
exercice car ony effectue moins de calculs.

* En ombré jaune, sont indiquées les formules les plus importantes de la cinématique du
solide indéformable. Ce sont elles qui gouvernent I'étude cinématique, le reste est un
simple calcul qu'il faut savoir maftriser aussi.



Exercice 2:
Les reperes qui interviennent sont :

- R,(0,,%,.Y,,Z,) repere fixe,

- ®,(0,=0,,%,,¥,,7, =7,) repére mobile en rotation par rapport @ X, ;. Q(R,/R,) =67,
- R(A.%,y,7Z=7,) repére relatif lié au disque C(A,a), Q(R/R,) = ¢7,.

Le repere de travail est : R, (0,.%,,¥,,Z,) .

1) * Calcul de la vitesse de glissement du disque C(A.,a) sur la droite O, :
V(e C/R))

Le champ des vitesse du solide C(A,a) par rapport a R, est un torseur, la relation de
distribution permet d'écrire : V(Ie C/R,)=V(Ae C/R,)+QR/R,) AAI.

On a: OA=OJ+IA=r%X +ay, , Al=-ay, et Q(R/R,)=6¢7,=¢7,. Dol
dO,A

0

V(e C/R,)= +QR/IR) AAL=1X, + ¢7, A(—ay,), Soit [V(Ie C/R)) = (i +ad)X|.
X

* Calcul de la vitesse du point géométrique I par rapport a R, : VI/R)
Ona: O,J=r%,, d'ol V(I/?Kl):dgtol

, soit [V(I/R,)) =i%, |.

X

* Calcul de la vitesse du point géométrique 1 par rapport @ R : V(I/R)

- ] \ et dKI d_. 5 , . /’
On a: Al=-ay,, d'ou V(I/%)z? =—ait‘ . Pour calculer cette derniere dérivée, on
9{ 9‘
ope ’ . . 7’ . dy] dyl = -
utilise la formule de dérivation composée : pra s +QR,/R)AY,.
* R,

Avec O(R, /R)=—¢z, , il vient : ‘Zi

=(=07,) A Y, =¢%,. D'oll [ VI/R) =-a¢x |

R

Remarque :
On vérifie bien que la vitesse de glissement du disque C(A,a) sur la droite OX, est:

V(e C/R,)=VI/R,)-VI/R)|

2) Calcul de l'accélération de la particule de contact entre C(A,a) et la droite
0%, : JIeC/R,).

Attention : il ne faut pas dire que l'accélération y(Ie C/R,) est la dérivée de la vitesse
de glissement V(Ie C/%,) par rapport au temps dans R, (c'était aussi le méme probléeme
entre l'accélération d'entrdinement et la vitesse d'entrdainement).

Pour calculer ¥(1eC/%,), il suffit de lier le point I a instant donné au solide
indéformable C(A,a). Dans ce cas la propriété caractéristique du champ des
accélérations d'un solide indéformable permet d'écrire :

dQR/R))
dt

71e C/R,)=Y(Ae C/R,)+ AAL+QRIR,) A (QRIR,) A AT,

X



* G(Ae C/%R)=2 .

t2 R dt2 |‘J§ v
dQR/R —  d(¢z _ o d(ez _ .
x dQOUVR) 5o (97,) A(-ay,)= (07) A(—ay,) =—afZ, Ay, =a@X,.
a |, a |, a |,

* QR/IR,) /\(Q(SK/EKI) /\Xi) =QR/R) A[(0Z,) A (-ay,) | =(9Z,) A (a9, ) = 297§, .

D'oll ¥(Ie C/R,)) =i%, +ab%, +a¢p’y,, soit [Y(1e C/R,)) = (i +ad)X, +a¢’y, |

3.1) * Vitesse relative de P (repére absolu %, et repere relatif %) : V(P/%)
Ona: OP=0,I+IA+AP=1%, +ay, +ax . Avec X =cos(Q)%, +sin(@)y, , il vient :

O,P=(r+acos(¢))%, +a(l+sin(9))y,. Par définitionde la vitesse: V(P/Stl)zdoop

, on
<J(]

obtient |V(P/R,) = (i —adsin(9))X, +adcos(9)y,|.

* Vitesse d'entrainement de P dans le mouvement relatif de %, par rapport a %, .
On a: VEPeR/R)=V(O,eR,/R)+QR,/R,)A0P. Avec V(O,eR,/R)=0 et
Q(%I/EKO)/\O—OP:(GZI)/\[(r+acos((p))il+a(1+sin((p))371]=—a6(1+sin((p))f(1+9(r+acos((p))§/1, il

vient [V(Pe R,/R,) =—a0(1+sin(9))X, +6(r+acos(9))V,|.

* Vitesse absolue de P : V(P/R,)
On utilise la théoréme de composition des vitesses : V(P/R,)=V(P/R,)+V(Pe R, /R,).
D'ol V(P/R,)=(i—adsin(9))X, +adcos(9)y, —ad(1+sin(@))X, +0(r +acos(9))y,, soit

V(P/R,)=[i—ab-a(@+P)sin(g) X, +[d+a(®+)cos(9) |3, .

3.2) * Accélération relative deP : J(P/R))
dV(P/R))
dt

Ona: yP/R)=

, d'oli : [T(P/R,) =(i — asin(p) — a” cos() ) X, + (afcos(9) —a” sin(¢) ) .

K

* Accélération d'entrainement de P : yPeR,/RN)

Par la formule du champ des accélérations d'un solide indéformable, appliquée aux points
P et O, supposés liés a %, il vient :
dQR, /R,)

YPeR, /IR,)=VO,eR, /R, + o

AOP+Q(R, /R,) A (R, /R) AO,P).

Ry

e ¥0,eR,/R,)=0.

. dQ(E)th/Sto) AO.P =(8Z, ) Al (r+acos(e))X, +a(1+sin(9))y, |, C'est-a-dire
Ry
dQ(9ZIt/9?o) AO,P =—af(1+sin(9))X, +8(r+acos(9))y, .
C'KU

e D'aprés la question 3.1) Q(R,/R,) AO,P =—-ab(1+sin(9))%, +6(r+acos(9))y,, d'oli



QR IR,) A (LR, IR,) A O,P)=(67,) A[ -ab(1+sin(@)) %, +6(r +acos(9))¥, |, soit
QR /R, A (Q(%l IR, A O—OP) =—07(r+acos(9))%, —ad’ (1+sin(¢))y, .

En additionnant les trois contributions, il vient :
Y(Pe R, /R,)=—a0(1+sin(9))X, +8(r +acos(9))y, — 6 (r +acos(¢)) X, —ad’ (1+sin(¢))y, , soit

YPeR, /R, = [—aé(1+ sin(@)) —” (r + acos((p))]i, +[é(r+ acos(@)) —ad” (1+ sin((p))]y1 .

* Accélération de Coriolis de P : 7,(PeR,/R,)
On a:  J.(PeR/R,)=2QR,/R)AV(P/R,)=2(6Z,) A[ (i —asin(¢))X, +adcos()y, ],  soit

7.(Pe R, /R,) =—2a0pcos(9)X, +20(i —apsin(¢))y, |

* Accélération absolue de P : y(P/%)

On utilise le théoreme de composition des accélérations :
YP/R,) =Y(P/R)+VPe R, /R,)+7,(Pe R, /R,).

D'ou
i —adsin(@) —ad’ cos(@) —aB(1+sin(9)) -6 (r+acos(9)) —2a0¢cos(P)
YP/R,)=| adcos(®)—ad’sin(¢) +| B(r+acos(g))—ab*(1+sin(@)) | +|26(i—adsin(p))
0 N 0 N 0 N
soit

f—ab—1r0’ —a(6+ ®)sin(Q) — a(®+ $)’ cos(¢)
Y(P/R,)=| 10 +2i0—abd> +a(B+$)cos(®) —a(8+d)* sin(¢)
0

R,

Remarque :

* En comparaison avec I'exercice 1, la seule nouvelle formule dans cet exercice est celle
qui définit la vitesse de glissement de deux solides en contact (elle est mise en relief
avec la couleur verte dans le présent corrigé).

* On décrira la cinématique d'un solide indéformable en utilisant les 5 relations
fondamentales qui sont mises en relief avec la couleur jaune dans le corrigé.

Exercice 3:
Les reperes qui interviennent sont :

- R,(0,.%,,Y,,Z,) repere fixe orthonormé et direct,
- R,(0,,%,V,Z,) repere intermédiaire obtenu a partir de R, (0,,X,.¥,.Z,) par la rotation
d'angle d'Euler v autour de l'axe (O,,Z,),

- R(A,X,y,Z) repere lié au solide s et dont la base est obtenue a partir de celle de

R, (0,.%,V,Z,) par la rotation d'angle d'Euler 6 autour de l'axe X.



1) Parametres de position du solide s

La configuration actuelle de s s'obtient par les deux rotations d'angles respectivement
y et 6. Les paramétres décrivant le mouvement du solide s sont donc les deux angles
d'Euler vy et 6.

2) Calcul du vecteur vitesse instantanée : V(P/%,)

Le champ des vitesses du solide indéformable S par rapport @ R, est un torseur, d'ot :
V(P/R,)=V(A/R,)+Q(R/R,)AAP (P et A sont deux points de S).

* V(A/R,)=0, car A est un point fixe dans R, .

* Q(R/R,)=6%+V7, , AP= AB+BP =ax +az. Décomposons le vecteur 7 dans la base de
R, (0,.%,V,Z,). Pour cela, il est utile de se référer ala figure suivante qui décrit la
rotation d'angle 6 autour de I'axe (A,X). Il vient alors zZ =—sin(0)v +cos(0)Z, .

D'otl |AP = aX —asin(0)V +a cos(0)Z,|.

NI
(e}

'\e
A v
Q(R,/R,) A AP = (6% +Z, ) A[ax —asin(0)V +acos(8)Z, | = —absin(0)Z, —ab cos(8)V +ayv +aysin(8)x
soit 1 Q(R,/R,) A AP = aysin(0)% +[aq;—aé cos(e)] v —absin(0)Z,
D'otl : |[V(P/R,) =aysin(8)% + [a\'p —af cos(G)] v —afsin(0)Z,|.

3) Calcul du vecteur accélération instantanée V(P/R,).

Plusieurs méthodes sont possibles, il est cependant plus intéressant d'utiliser la formule
de dérivation composée. On a alors :

H(PI9,) = dV(I;/E'KO)| _dV(P/R)|
t dt

R, Lx]

+Q(R,/R,)AV(P/R,).

L V@R, dfavsin® +[ay—abeos(®) |v—adsin©)7, |
dt B dt

'

b,
xR

dV(P/R,)

" = [aﬂ'} sin(0) + aé\if cos(e)] X+ [a\]'f —ab cos(0) + a0’ sin(G)J v+ [—aé sin(0) — af’ cos(e)] Z,

%K



* Q(R,/R)AVP/IR,) =(¥7,) A {a\il sin(0)X + [a\if —af cos(e)] V—af sin(e)io} .
Q(R,/R,) AV(P/R,) =[ —ay’ +aby cos(6) | X +ays’ sin(0)¥

a\rsin(0) + ab\s cos(0) [—ay® + ab cos(0)
D'ol 7(P/R,)=| aly—abcos(8)+ab’sin(8) | + ays” sin(0) , soit
—aBsin(0) — abd’ cos(0) R 0 R

—ays” + a{ sin(0) + 2a0\y cos(0)
¥(P/R,)=| aly—abcos(0) +a (92 +y’ ) sin(0)
—aBsin(0) — ab* cos(0)

%

Exercice 4:
Les reperes qui interviennent sont :

- R,(0,.%,,Y,.Z,) repére fixe orthonormé et direct,

- R,(0,.%,.¥,.7,=%,) repere lié au cerceau obtenu a partir de R,(0,.X,,y,.Z,) par la
rotation d'angle o autour de l'axe (O,,7,),

- %,(0,,%,=X,,,.Z,) repere lié a la barre et dont la base est obtenue a partir de celle

de %, (0,.%,.¥,.Z,) par la rotation d'angle B autour de l'axe X, .

Pour répondre aux questions 1), 2), il suffit en fait de prendre un point P représentant
I'une des deux extrémités de la barre et de calculer sa vitesse relative par rapport au
référentiel R, (0,,%,,¥,.7,), ainsi que sa vitesse d'entrdinement dans le mouvement relatif
de %, par rapport d %,, avant de déduire comme cas particuliers les vitesse pour P=C
et P=D, respectivement.

Il est utile avant de commencer les calculs de faire les deux représentations suivantes
des rotations, figure 1.

Yo

>

|
NI

v
|

o
(=]
>
=1
=<

Figure 1



1) Calcul des vitesses des extrémités C et D du solide S, par rapport au
référentiel % (0,.%,.y,.7,)

On calcule la vitesse relative de P : V(P/R,)
dO,P

Ona: V(P/R,))= , O,p=0,0,+0,P=0,0, +cy,,avec c=-a si P=C et c=a si

%K
P=D.
Pour exprimer 0,0, , on fait un peu de géométrie. D'apreés la figure 2, par application du

théoréme de Pythagore, il vient: x*+a’=2a”, d'oll x=a et |0,0, =az,|

Figure 2

On obtient finalement : O,P=cy, +a7,, ol a et c sont des constantes.

L'expression de O,P montre que, pour calculer la vitesse de P dans %,, il convient
mieux d'utiliser la formule de dérivation composée entre R, et R,, car les composantes
de O,P sont données dans R,. Il vient alors:
V(P/m])zdooPI _d0.P] +O(R,/R,)AO,P.
de | dt |
* dT)P| :d(cy2+a22)| -0
de | a |

* Q(%Z/%,)AO—OP=(B§2)A(C§/2+a22)=—aB§/2+CBZZ.

D'ol : V(P/R,)=-aBy, +cp7,.

Il suffit maintenant d'exprimer cette vitesse dans R,. En consultant la figure 1, il
vient : y, =cos(B)y, +sin(B)z, et ZzZ,=-sin(B)y,+cos(B)z,. En reportant y, et Z, dans
V(P/R,), il vient: V(P/R,)=-aB[cos(B)Y, +sin(B)Z,|+cB[-sin(B)y, +cos(B)Z,], soit
V(P/R,)=-B[acos(B)+csinB)]¥, +B[-asin(B) +ccos(B)]7, .



D'otl |V (C/R,) = —aB[cos(B) —sin(B)] ¥, —aB[sin(B) +cos(B)]Z, | et

V(D/R,)=-aB[cos(B) +sin(B)] ¥, +aB[cos(B) —sin(B)]Z, |

2) * Calcul des vitesses d'entrainement de C et D pour le mouvement relatif de %,
par rapport a %, .

On calcul la vitesse d'entrdinement de P : V(Pe R, /R,).

Le champ des vitesses de R, par rapport a %, est un torseur, d'od :
V(PeR,/R,)=V(0,eR,/R,)+Q(R,/R,)AO,P.

* V(0,eR,/R,)=0.

* Q(R,/R,)AOP = (67, ) A(cy, +az,). Avec y, =cos(B)y, +sin(B)Z, et
, =—sin(B)y, +cos(B)z, , il vient ¢y, +az, =c[cos(B)y, +sin(B)Z, |+a[-sin(B)y, +cos(B)z, ], soit
¢y, +az, =[ccos(B)—asin(B)]y, +[csin(B) +acos(P)]Z,.

Q(R,/R,)AO,P = (('XZ,)/\{[ccos(B)—asin(B)]?, +[csin(B)+acos(B)]2,} , soit

Q(R, /EKO)/\O—OP = &[asin(B)—ccos(B)]%,. Ainsi V(Pe R,/R,) = a[asin(B)-ccos(B)]X, -

D'oll |V(Ce R,/R,)=da[sin(B)+cos(B)]%,| et |V(De R, /R,)=da[sin(B)—cos(B)]X,|.

N/

* Calcul des vitesses absolues des extrémités C et D du solide S,

(par rapport %)

Par composition des vitesses, il vient :

V(C/R,)=V(C/R,)+V(CeR,/R,), et V(D/R,)=V(D/R,)+V(De R, /R,)ce qui donne :

V(C/R,) = dalsin()+cos(B)] %, —aB[cos(B) —sin(B)] ¥, —aB[sin(B) +cos(B)]Z,|,

et |V(D/R,) = da[sin(B) - cos(B)] X, —ap[cos(B) +sin(B)]y, +ap[cos(B) —sin(B)]Z,|.

3) Vitesse de M par rapport a %, (par projection dans %,(0,.%,.y,.Z,)
dO,M

Ona: V(M/R,)=

, mais O,M =0,0, +0,M =yy, +az,. On peut alors appliquer la
9i()

formule de dérivation composée mettant en jeu les reperes %R, et %, sous la forme
doM| _dOM|

suivante : +Q(R,/R,)AOM.
R, dt R,
* dOoM| :d(yy2+a22)| = ¥
dt dt >
R, Ry

* Q(R,/R,) AOM =(B%, +6Z, ) A(yy, +a7,). Exprimons le vecteur 7, dans la base de %,.
D'apres la figure 1, ona : z, =sin(B)y, +cos(B)z, .
Il vient alors : Q(R,/%R,)AOM = (X, +asin(B)y, + &cos(B)Z, ) A(yY, +aZ,) , ce qui donne :

10



R, /R,) A OM =[adsin(B) — yocos(B)] X, —aBy, + yBz, .
d

<O

(
(

M/R,) =[adsin(B) - yoicos(B)]X, +| ¥ —aB |3, + yBz,|

4) Calcul des accélérations relative, de Coriolis et d'entrainement, du mobile M
(repére relatif %, et repere absolu 3%,).
* Accélération relative

On a: V(M/%,)= d‘zth —iy,, doi: 7(M/9¥2)=w =§y,, soit
xR, R,

T(M/R,) =¥y,

* Accélération de Coriolis

On a: T.MeR,/R,)=2Q(R,/R,)AV(M/R,). D'ou

T.(Me Stz/mo):z([siz+asin([3)yz+cxcos(B)zz)A(yy2), soit 7.(MeR,/R,)=-2yc&cos(B)X, +2yp7,

—2ydcos(B)

ou encore |y, (Me R,/R,)) = 0

2B,

* Accélération d'entrainement
On utilise la propriété caractéristigque du champ des accélérations d'un solide
indéformable, soit en prenant 0, %, :
dQR, /R,)

= AOM+QR, /R, A (R, /R,) AO,M).

Ry

YMe R, /R,)=Y0,eR,/R,)+

*  0,0,=az, 40,0, _, 9z :a[% +Q(SK2/9{0)A22J, ce qui donne
dt dt dt
9?0 9{0 ERz
40,9, =a(BX, +asin(B)y, + &cos(B)Z, ) AZ, , C'est-a-dire % = adsin(B)X, —apy, .

dt

Ry Ry

d (aa sin(B)X, —apy, )
- dt

%, an

d2m| _ d(a(ﬁtsin(B)f(2 —aByz)

0, i +QR, /R A [adsin(ﬁ)% - 313572] .

Ry

. d(aasin(B)x, —ay, )
dt

‘ = [ad sin(B) +adf COS(B)] X, —aPy,.
xR,
* QR,/R,) A| acsinB)X, —aBy, |= (B, + ausin(B)y, + dicos(B)Z, ) A | adsin(B)X, —afy, |, soit
QR, /R, A [a(x sin(B)X, — aﬁyz] = adBcos(B)X, +ad’ sin(B)cos(B)y, — [aBz +ad’sin’ (B)]Z2 .

D'otl

—— a0 sin(B) + 2a('xB cos(PB)
1O0,eR, /R, = d d00202 =| —aP +ad&’ sin(B) cos(B)
Ul —ap? —ad’ sin’(B) .

11



x AOR, /R _ O, /R,)|
dt

+QR, IRHAQR, /R, , Mais AR, /R,)AQR,/R,)=0, ce qui donne

R,

4O, /R _ d(BX, +asin®)y, + Geos(B)7,)

Ro

=BX, +[ disin(B) + &Bcos(B) |§, +| dicos(B) - aPsin(B) |7, .

dt |9{0 dt %
Y  OM={B. +[tsin®) + aeos® 5, +[trcos®) - csin® [} 1.5 soi
ﬁ —ydi.cos(B) + yausin(B)
LI 10N =[—yéicos(B) + yasin®) 3, + y§7, = 0
. yB

R,
* Q(R,/R,) AO,M = (BX, + &sin(B)y, +&cos(B)Z, ) A(y¥, ) = —yacos(B)X, + yBz,, d'ol
QR, IR,) A (LR, /R) AO,M)={B, + &sin(B)y, + ticos(B)Z, } A {-ytLcos(B)X, + yBz,} , soit
y&iBsin(B)
AR, /R, A (R, /R, AO,M) =| —yp’ - yéicos (B)
y&” sin(B)cos(B) |

En associant les trois contributions a I'accélération d'entrainement, il vient :

[ adi sin(B) + 2acf cos(P) —yéicos(B) + yof sin(B) yo&Bsin(B)
TMe R, /R,) =| —aP+ad’sin(B)cos(P) | + 0 +| —yp? — youcos® (B)
—af’ —aa’sin’B) | B w | yo<sinB)cos®) |

soit

I [asin(B) -y cos(B)]+ 263 [acos(B) + ysin(B)]
TMeR,/R,)=| —aP-yp*+ad’sin(B)cos(P)— yccos®(B)
yP—ap? —ad® sin®(B) + yd.* sin(B) cos(B)

L 9{2

* Accélération absolue
Par composition des accélérations, ona:
TM/R)=YM/R,)+¥Me R, /R,)+T7.Me R, /R,). D'ot

K o [a sin(B)—y cos(B)] +26 [a cos(B)+y sin(B)] =2y cos(PB)
YM/R)=|y| + —aB — y['32 +ad’ sin(B) cos(B) — yd.cos” (B) + 0 , soit

105, yP—ap? —ad® sin®(B) + yo.* sin(B) cos(B) N 2yPB %,

6 [asin(B) -y cos(B)] +26B[a cos(B) + ysin(B)] - 2yctcos(B)
TM/R,) = §—af — yB* +ac’ sin(B) cos(B) — yo&* cos” (B)

yP+2yp—aP? —ad® sin*(B) + y&’ sin(B) cos(B)

Ry

4) Accélération absolue par la méthode de dérivation vectorielle composée
dVIM/R)|  dVmM/Ry)|

On a: YM/R)= "

+QR,/RH)AVM/R,). La vitesse

xR,

Fo

V(M/R,) aété calculée dans la deuxiéme question, et on avait trouvé :

12



adsin(B) — yocos(B)

V(M/R,)=[adsin(B) - yccos(B)]X, + [y — aB] y, +yPz, = ¥y —?B
yp -
. - %) 4 al sin(B.) - yf’X cos(B) |
— 2 =— y—aP , soit
dt g dt :
: yB %,

VM) ) a[asin(B) -y cos(B)]+ Ocﬁy[zic;(%s(ﬁ) +ysin(B)] - youcos(B)

d s

bk i+ v .
B adsin(B) — yacos(B)
* QR,/IRH)AVIM/R,) =| asinB) | A y—ap , soit
Geos(B) | yB 5,

yB('x sin(PB) — yo cos(B) + a('xB cos(PB)
QR,/IRH)AVIM/R,) =| —yp* +ad’ sin(B)cos(B) — yé.* cos (B)

yB—ap? —ad® sin®(B) + yo.* sin(B) cos(B) .
D'ou
TM/R,) = y—ap —yP* +ad’ sin(B) cos(B) — y&t* cos” (B)
yB+yp yB—ap? —ad® sin® (B) + yo? sin(B) cos(B) N
d[asin(B) - ycos(B)]+26B[acos(B) + ysin(B)] - 2yc cos(B)
soit: [Y(M/R,) = y—af — yB* +ac? sin(B) cos(B) — y&* cos” (B)
yB+2yp —ap? —ad® sin*(B) + y&’ sin(B) cos(B)

d[asin(B) —ycos(B)]+cB[acos(B) +ysin(B)] -y cos(B)] [ yBasin(B) — youcos(B) + a& cos(B)
+
R

xR,

Remarque :

La méthode de calcul de I'accélération absolue de la question 4 permet d'effectuer un
calcul plus rapide et plus simple. C'est une méthode qui s'‘adapte bien au probléme
lorsque le solide en mouvement n‘admet pas de point particulier dont le calcul de
l'accélération est évident. Dans le présent cas ce sont les calculs de (0,e %,/%,) et de
I'accélération d'entrainement y(Me R,/R,) qui alourdissent I'application du théoréme de
composition des accélérations. Retenez donc bien I'utilité de la formule de dérivation
composée.

13
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Module Physique 6
Mécanique du solide indéformable
Série N°3

Exercice 1:

Déterminer dans le repere
R(0,.Xy,¥o-2,), en fonction de
R, , R, et dela masse m, les
coordonnées x, , y, et z, du
centre d'inertie G dun demi-
disque creux D,,(0,,R,—R,) de

!
Vox

centre O, , de rayon interne R,

de rayon externe R, et de

densité surfacique o .

fJ

Exercice 2:

1. Déterminer en fonction de R et de la
massem , dans le repere R, (0,.%,.9,.%,) .
les coordonnées x,, y,, z, du centre
d'inertie G d'une demie-sphére creuse
homogeéne S,,(O,,R) de centre O, de

rayon interne R, et de densité
surfacique o .

2. Reprendre la méme question pour une demie-sphere pleine S,,(0,,R) de masse
volumique p .

3. Déterminer dans la base B,(X,,y,.Z,) attachée au repere R, (0,.X,,y,7,) les
matrices d'inertie en O, , et en son centre de masse G , en fonction de la masse m et
du rayon R d'une demi-sphere creuse.



Exercice 3:

Calculer, dans R(0,,X,,¥,.Z,) . les _
coordonnées x, , y, et z, du
centre d'inertie G d'une plaque
triangulaire T =(0,AB) homogéne, b

plane, rectangle en O, et de

- o - - - —

masse m.
On posera O,A =ax, et
O—OB =by, .

Exercice 4:
Calculer le moment d'inertie

I(T/A)=.[H>2dm(P) par rapport au

point A d'une tige T rectiligne,
homogene, de masse m, de longueur L,
de densité linéique A et de centre de
masse G . Le point A est supposé a la
distance a de l'une des extrémités de la

tige. Retrouver les différents cas suivant
que A est a l'extrémité de la tige ou

coincidant avec son centre de masse.
Exercice 5:

1. Déterminer dans le repére
R(0,,X,,Y0-Z,) les coordonnées x , vy .
z, du centre dinertie G dun cone
creux, homogeéne, de densité surfacique
6, de masse totale m de hauteur H et
de rayon de la base R .

2. Reprendre la méme question pour un
c6ne plein de masse volumique p .

Yo

>




Exercice 6:
Déterminer dans la base B, (X,,y,.Z,) attachée au repére de référence R(0,.B,), la

matrice d'inertie en O,,(0O,=G) en fonction de la masse m et des différentes
données de chacun des solides supposés homogénes suivants :

1. Tige  rectiligne de  section|2.  Cerceau C(O,,R).
négligeable T. A
- Yo
Yo
XO
o, X, 0, -
_a
3. Disque D(O,.R). 4.  Cylindre plein de révolution C:
x’+y’=R’ et -h<z<h.
Az,
2h
> Y,
- O,
x(/
5. Parallélépipede droit plein P :|6. Plague rectangulaire d'épaisseur
—a<x<a ; -b<y<b; -—c<z<c. négligeable P .
A
Yo
gemmmmees
XO
2b >
OO
B A
! N !




Exercice 7:

1) Calculer la position du centre d'inertie G de la plaque de c6tés a et h (cf. figure
ci-dessous), évidée sur le coté h (au centre de celui-ci) d'un demi cercle de rayon R .

2) Calculer pour ce solide les moments d'inertie autour de I'axe Ox, puis autour de
Oy.

On supposera négligeable I'épaisseur de la plaque devant ses autres dimensions.

Note : Pour cet exercice, on aura intérét a utiliser le principe de superposition, avec
une masse surfacique +c pour la plaque, superposée avec une masse surfacique —c
pour le frou.
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Module Physique 6
TD de mécanique du solide indéformable
Corrigé de la série N°3

Exercice 1 :
* Le demi-disque creux D,,,(0,.R,—R,) est contenu dans la plan x,0,y,, donc |z, =0|.

* Le demi-disque creux D,,(0,,R,-R,) est symétrique par rapport a l'axe O,y,, donc

G appartient da cet axe et |x; =0|

* Calculons y,

[, yam

Ona: y, _W. Puisque le demi-disque est homogéne, de densité surfacique o :
D]/Z

dm=0dS. Vue la symétrique polaire du demi-disque, le choix des coordonnées polaires
est plus commode, d'ott dS=rdrd6.

*L'intégrale de masse s'écrit: m= ID dm:c”D rdrd®. Puisque les domaines

d'intégration par rapport aux variables r et 6 sont indépendants, l'intégrale de surface

RZ
est égale au produit de deux intégrales simples et mzc(J'Rz rdr)(I:de)zanrz} , soit
1 R,
m = %(R; - Rlz) .
*En remarquant que y =rsin(0), l'intégrale au numérateur dans I'expression de y, s'écrit
R
. TR R, T, 1 : n
”Dm ydm = GJ.J.D”2 r’sin(0)drd®. D'ol ”Dm ydm = G(J.R] rzdr)(IO sm(e)de) = c{gr‘zl [—cos(0)],,

soit HDM ydm =2?6(RZ -R}).

JJ, vam Z(Ri-R})
Yo = =

(R:-R7)

_ _4 _in+R1R2+R§
ijdm %’t(Rg—RZ) 31 (R2-R?) '

3n R, +R,

, soit finalement: |y,

1

Exercice 2 :
1) La demi-sphere creuse S,,,(0,,R) est symétrique par rapport aux plans y,O,z, et

x,0,Z,, donc le centre d'inertie appartient a ces deux plans, donc il appartient a leur

intersection. D'otl |x, =0|et |y, =0|.




f, sam

IS dm

* La demi-sphere creuse est homogene, donc: m= ﬂ

SI/Z

Calculons : z

dm = G”S dS. La surface étant de

géométrie sphérique, il convient mieux de travailler avec le systéme des coordonnées
sphériques. Du fait que avec r=R, il vientalors: dS=R’sin(¢)ddde et

m=0R’[[ sin(¢)d8de. Les domaines dintégration par rapport aux variables 6 et ¢
. ’ - TR . 2n /2 . \
sont indépendants, d'oll mchZJ'L sm((p)ded(pchz(jo de)(J'O sm((p)d(p), soit aprés

calcul m=2ncR>.
* Pour le calcul de lintégrale au numérateur de z,, on utilise z=Rcos(p), dou

Jf, zam=0R’[] cos(g)sin(@)dodg=oR’ ( jj”de) ( [ cos(e) sin((p)d(p) . Soit [[ zdm=moR’.

Dot z,

Ijsl,z _ moR’ coit |z _R
j dm 2moR*’ “of
S1/2

2) Par raison de symétrie,ona: x,=0 et y, =0.

Il zam
” . dm

* La demi-sphére pleine est homogene, d'ot dm=pdVou p est la densité volumique. La

géométrie sphérique de la demi-sphere pleine nous invite a considérer les coordonnées
sphériques et l'expression de [élément de volume associée a ce systeme de
coordonnées, soit dV =r’sin(¢)drd8de. On obtient alors :

m = Jﬂsqdm:p-m‘s dV:pJ'US7rzsin((p)drd9d(p, mais les domaines d'intégration sont

Calculons z

indépendants par rapport aux trois variables (r,6,9), d'ou l'intégrale de volume qui se
transforme en le produit de trois intégrale simples, c'est-a-dire

m=pff], +*sinyrdodo=p(J; 2dr)(J.oznde)(jomsin(q))dq’):pR?}Zn,soiTm=2npR3.

* Avec z=rcos(p), il vient: ”I zdm = p(j 3dr)(Jjnde)(J-Omsin((p)cos((p)d(p), soit

I, zam =P
msm S

J.J.J. i 27‘CpR3 ,sorr Zg :§R'
3

Dot z

3) a) Par raison de symétrie, la matrice d'inertie de la demi-sphére creuse en O, est de

A 0 O
la forme suivante : I, (S,,,0,)=/0 A 0
0 0 CJ



*Calcul du terme A
On a: A= j L (y*+z2)dm=0 HS (y> +2%)dS = Gﬂs.,z (y* +2°)R” sin(@)dede

y =Rsin(@)cos(8) et z=Rcos(¢), dodl A=c j js (R?sin?(¢)sin*(8) + R? cos’ () )R sin(9)dOde

mais

Ce qui donne: A=<5R4{Hs sin’ (@) sin’(0)d8d + ”S cosz((p)sin((p)ded(p}. En remarquant

que les domaines d'intégration des deux variables sont indépendants, il vient:
* 03 . 2 LU L7 w2 2, )
[, sin*(@)sin (9)019d<p=(f0 sin (G)de)( [ sin (cp)dq)):n( [ sin(@dp— [ cos ((p)sm((p)d(p)

/2

. ) ) 1 21
soit .”.Sm sin’ (@) sin*(0)d6dp =— n[—cos((p) +50053((p)}0 =3
/2

* .[-Luz cos’ (@) sin(@)d0de = (J‘O27t de)(J':/Z cos’ () sin((p)d(p) = 275|:_§COS3((|)):| - 2n )

0 3
s R : . 2mR’
D'ou A= 4moR . D'apres la question 1, m=2n6R*, ce qui donne ¢ = TR et|A= 3
T
* Calcul de C
On a: C= J.J.SH2 (x*+y>)dm = (s.f.fs”2 (x> +y*)dS= GJ‘J‘S”Z (x> +y»)R?sin(@)d6de, mais
x = R sin(@) cos(0) et y =R sin(@)sin(0), ce qui donne :
. . . 2n n/2 .
C=off, R*sin’(@)R*sin(@)d6dp=cR"[[. sin'(¢)d0dg =R’ ( ) de) ( [/ s1n3((p)d(p) , soit
_ - _
2mR 0 0
3
4 2mR* | , . 2mR?
c:4mR ou encore |C= > | D'ou [J;,(S,,,00)=| O n; 0
2
0 0 2mR
L 3 B,

b) La matrice d'inertie de S,,, par rapport a G s'obtient par application du théoréme de

Huyghens: J5,(5,2:00) =Ty (S,,,,G) + T (G,0,) avec
Y(Z} +Zé “X6Ye TX6Zc R
J5,(G.O)=m| =Xy, Xg+Zg —YoYe | - D'aprés la question 1: x;, =y, =0 et z, =5
~XgZs  ~YoYo XoTYa
I B}
mR 0 0
2 0 0 4
Vs mR”’
doil I, (G.0)=m| 0z 0| = 0 = 0
0 0 O 5, 0 0 0




On en déduit que : J5,(5,,,.G) =175 (S,,,,00)~ T, (G,0,), soit
_ ) S )
ZH;R 0 0 mf 0 0
2mR? R?
Ty, (82G)=| 0 “; 0 | -| o m4 0| ouencore
0 0 2mR? 0 0 O
L 3 d, L g,
_ - -
SmR 0 0
12
5mR?
JBU(SI/Z’G): 12 0
0 0 2mR?>
L 3 dB,
Exercice 3:

z; =0|

La plaque triangulaire est contenue dans le plan x,0,y,, d'ou

Calculons la masse m:IITdm.
* La plaque est homogene, donc mszTdmchdeS. Les coordonnés cartésiennes
conviennent dans cet exercice, d'ol dS=dxdy et sz”dedy. Le probleme c'est que

les domaines des variables x et y ne sont pas indépendants car I'hypoténuse du triangle
T est une droite dont I'équation fait intervenir ces deux variables. Pour pouvoir calculer
I'intégrale Udedy, il suffit alors de fixer l'une des deux variables et de commencer

I'intégration par rapport a l'autre variable, avant d'opérer la derniere intégration par
rapport a la variable fixée. Fisons alors la variable x. Pour x fixé le domaine
d'intégration de y est l'intervalle [0,y,.]. D'aprés la figure 1, le théoreme de Thalés

permet d'écrire : T

b . b
—.Dou y,, =b——x.
a—x a a

y max

Figure 1

on
.

v

>
>

A
\ 4



L'intégrale ﬂT dxdy s'écrit alors : ”T dxdy = _[O(onm dy)dx = L Y, dx = f:(b —ngdx , soit

[] dxdy = {bx—;xz} :%, ce qui donne le résultat évident : m :GTab.
a

_fLxam I, xm=o[ xandy = ["x( [ dy)x = 'y, )dx = j(bx_hx jdx, e

Idm a

” q Gba
o\ . z b , xdm
calcul de la derniére intégrale donne: ” xdm =22 Xg =
T 6 J‘ dm Gab
2

, soit

XG:

a
ot

* Sans faire de calcul, I'expression de y, peut étre déduite de celle de x, en faisant
jouer aux variables x et y d'une part, et a et b d'autre part, des rdles symétriques.

. b
D'ou |y, =3t
Exercice 4:
La tige est homogene de densité linéique A, d'ol dm=Adx, et par conséquent
I(T/A):Xjf_axzdx=%[x3]i—a=L;(L2—3La+3a2). Comme  m=AL, il  vient:

I(T/A):?(U ~3La+3a’)|

. L
* Cas particulier a=>

mL’
12
* Cas particulier a=0:
mL’

I(T/G)=

[(T/a=0)=

* Cas particulier a=L :
mL

[(T/a=L)=

Nous constatons que le moment d'inertie par rapport a G centre d'inertie est minimal et
que les deux moments par rapport aux deux extrémités sont égaux a cause de la
symétrie.

Exercice 5:
1) Le cOne est une géométrie qui s'adapte bien aux coordonnées cylindriques, car le
systeme admet un axe de révolution.



Le centre d'inertie appartient nécessairement a 'axe de symétrie, d'oti|x; =0|et |y, =0|.

Calculons z, = '” dm . Le c6ne est homogéne, donc dm=0dS. Le domaine d'intégration
JJdm

par rapport a la variable 6 ne dépend pas des deux autres variables r et z.

L'expression de I'élément de surface de révolution dSs'obtient alors sous la forme

suivante : dS=2mnrds, en se référant d une coupe méridienne du cone, figure 2, on a par

Pythagore: ds=/(dr)’ +(dz)* .

ds ds dz

Figure 2 p dr

v

Avec dz—tan(B)dr——dr il vient : ds= 1+R—dr— \/R2+H2dr
D'ol dS—if\/R2+H2 rdr .
2 R
* m= [ dm=cf dS:GZ—n\/R2+H2J.R dr =2 JR 1 1 [r—} soit m=noRVR:+H .
C C R 0 R 2

0
R

3
*_U zdm:GE\/R2+szR ZrdI':GE\/R2+H2J.REI'2dI’ 2noH R’ +H’ , soit
c 0 R o R R’ 3,
J~J- 2 dm ZRGHRW

2nocHR ———>
J.J. de o R’ +H? H
Dol z, = , Soit |25 =—|.
chm ncR R2+H? 3

2) Le systeme admet un axe de révolution, le centre d'inertie appartient nécessairement
a cet axe, d'ot : |x; =0|et |y, =0|.

J.J.J. zdm
eam

Calculons z, =



* Le cone est homogene, donc dm=pdV ol p est la masse volumique. L'expression de
I'¢lément de volume en coordonnées cylindriques est: dV =rdrd0dz. Le domaine de la
variable ©® ne dépend pas des deux autres variables r et z, donc
m:'mcdm:p_[”crdrdedz:27:”Méﬁdienrdrdz. Pour pouvoir calculer la derniére intégrale de
surface dans I'équation précédente, il suffit de fixer z et de déduire le domaine de r

. . . N \ . R ) AY
qui lui est associé. D'apres la figure 2, relOr,] avec r,, =% d'ou
m=27:”Méridien rdrdz =, ce qui donne

3

27H R’ R[] HR’
m=2nJH(J. rdr)dz=L ! r;axdrzn > IH 2z =" > {Z—} , soif m=2 .
o \Jo 2R %0 H? o H* |3 | 3

| jc zdm=2n[[  zrdrdz = 27:]: z ( jo rdr) dz= 22n_RH OH 2y, dr = ZR; LH z'dz T;E; {ZA T

. nH’R?
soit ”Lde_ 7
nH’R?
sy . ) 3
On en déduit z, =—3+— , soit |z, = H|
THR 4

Exercice 6:

1. Tige rectiligne de section négligeable:
La symétrie plus le fait que les dimensions transversales sont négligeables permettent
d'écrire la matrice d'inertie de la tige en O, =G dans la base B, sous la forme suivante :

0 0 O]

3 - 3
1,(T.0)=/0 B 0| avec B=[ xdm=1[ x’dx=A|>- 2L pais = dod
0 -L -L 3 3 2L
0 0 B L
1B,
0 O 0
ml’ . mL’
B= . Finalement |J, (T,0,)=|0 ; 0
2

0 0 mL

L 3 g,
2. Cerceau:

Les propriétés de symétrie du cerceau montrent que le repére défini par la base B, est
un repére central d'inertie. Par ailleurs les moments d'inertie par rapport aux axes O x,
et O,y, sont identiques.



A 0 O
Dot J, (C,O,)=|0 A 0| . Il est préférable de travailler avec le systéme des
0 0 C
By

cordonnées polaires pour calculer les moments d'inertie A et C.
Ona: A= ydm=A[ yRdO=AR[ R’sin’(6)d8=AR’[ sin’(6)do, soit A=miR’.

Remarquons que C:LG(x2 +y’)dm=2A (car x et y jouent des rdles symétriques), d'ol

. . - 1 s
C=27mAR’. En utilisant le fait que Kz%, il vient : Azsz2 et . Dot
T

lmR2 0 0
2

J, (C.O)=| 0 %mRz 0

0 0 mR?

3. Disque:

Les propriétés de symétrie du disque font que le repere défini par la base B, est un
repere central d'inertie, pour lequel la matrice d'inertie est bien sir diagonale. De plus,
les moments d'inertie par rapport aux axes O,x, et O,y, sont égaux. D'otl

A 0 O
J5,(D,0)=|0 A 0| . Le calcul se fait en coordonnées polaires qui sont plus
0 0 C
By

commodes a décrire la géométrie circulaire qui intervient dans cette question. On a
alors : A:J]Dyzdm=GJ.J.DyzdS:GJ.J.Derdrd@:GJ-'[Dr3 sin’(0)drd®. Le domaine d'intégration
défini par re[0,R] et 6€[0,2n] ne dépend pas des variables en jeu, donc
R* m mR’>

A= J]D yzdm = G(J'OR r3dr)(-[02n smz(e)de) =0 TC4 Comme o= TCR2 , on obtient |A= 1

s R*| _. . .. .
Remarquons que C:”D(x2+y2)dm:2A. D'otl C:m2 . Finalement la matrice d'inertie

du disque en O, dans la base B, est donnée par : [J, (D,0,)=| 0  —mR’ 0

4. Cylindre plein de révolution:
La symétrie de révolution montre que le repere défini par la base B, est central

d'inertie. De plus, les moments d'inertie par rapport aux axes O,x, et O,y, sont égaux.



D'oti J, (C.O)=|0 A 0

A 0 O

0 0 Cf

. Les coordonnées cylindriques s'imposent ici et ona:

A=|[[.(y>+2)dm=p|[[ (y’+2)dV et C=[[[ (*+y)dm=p[[ r"dV avec dV =rdrdodz.
En utilisant le fait que le domaine d'intégration ne dépond pas des variables, il vient:
*A= p‘m-c (y* +2z*)rdrd0dz = pjﬁc(r2 sin®(0) +z° )rdrdedz = p.m.c 1’ sin®(0)drd0dz + pj”c rz*drd@dz

soit

2

A=
6

* c=[[.( +y*)dm=p[[]_r*rdrdedz = ﬁ(j: r3dr)(j0“de)(fh dz) - pRT(zn)(zh) ,

C=mR?|

Finalement :

A=p([rar(["sin*@do)([" az ) +p [ rar ) ["do) (" #°d)
A=p(R74j(ﬂ)(2h)+p(

m(3R*+2h?)

c'est-a-dire

2 3 2 2
R J(Zn)(zh?]:anzh[ﬁj. Avec m=pnR’h, on obtient

4
soit

6

J5,(C,0y) = 0

0

| m(3R*+2h?)

0

m(3R”+2h’)

6
0

mR?

By

Remarquons que lorsqu'on fait tendre h —0 dans la matrice d'inertie ci-dessus, on
récupere le cas de la matrice d'inertie du disque considéré la question 3.

5. Parallélépipede droit plein P:
Le repere défini par la base B, est central d'inertie, donc la matrice d'inertie de P
A 0 O
J, (P,O)=[0 B 0
0 0 CJ

A=[[ v +2)dm=p[[[_(y* +22)dV =p][]_(y* +2*)dxdydz = p[]_y*dxdydz +p|[]_z*dxdydz.
Comme le domaine d'intégration xe[-a,a], ye[-b,b] et ze[-c,c] ne dépend pas des

admet la  forme  diagonale  suivante: On a:

variables d'intégration, I'intégrale de volume définissant A se transforme en le produit
de trois intégrales simples, ce qui donne

A =p[[[y*dxdydz +p|[[ z*dxdydz= p(j dx)(j_bb yzdy)(fc dz) ; p(j dx)(fb dy)(jfczzdz) . D'ol

A=p(2a)(%b3j(2c)+p(2a)(2b)(§c3]:gpabc(b2+c2). Sachant que la masse m=8pabc,

m(b2+cz)

3

on obtient : |[A =




Du fait que les variables x, y et z d'une part et les constantes a, b et ¢ d'autre part

. A ’ . 7 . m(az-l-cz) m(az+b2) LI
jouent des rdles symétriques, on déduit que : Bzf et CzT. D'ou
finalement :
m(b+c? |
mpte) 0
3
m(a’+c’)
JBU(P’O()): 0 3 0
m(a’+b’
0 0 (a?+0)
3
L B,

6. Plaque rectangulaire d'épaisseur négligeable :

On peut faire un calcul direct, mais il vaut mieux déduire la matrice d'inertie de la
plague infiniment mince a partir de la matrice d'inertie du parallélépipéde vu dans la
question 5. Il suffit de faire tendre ¢ — 0. Il vient alors

2
m; 0 0
1’1’1212
Jy, (P.0)=| 0 = 0
m(a2+b2)
0
L 3 Ig,
Exercice 7:

Dans cet exercice, on utilise le principe de superposition avec une masse négative pour
représenter I'évidement qui affecte la plaque rectangulaire. Cette fagon de faire
permet de simplifier les calculs et on n‘aura pas a intégrer sur un domaine a frontiére un
peu biscornue.

1) * Calcul du centre d'inertie de la plaque rectangulaire pleine P:

oy g . a
De maniere évidente, ona: xg, =3 Yo, =0 et 75, =0 .

* Calcul du centre d'inertie du demi-cercle C:
Du fait que le probléme est plan et par raison de symétrie par rapport a l'axe Ox ,ona:
Yo =0 et z,, =0. Calculons x,, =0.

10



_ HC xdm ~ GHC xdS ~ _[ IC xrdrd© ~ HC r* cos(0)drd6

“ Tl ol e T e

d'intégration est re [O,R]| et 6¢ —E,E , il ne dépend pas des variables.
9 22 P P

Par définition: x Le domaine

3
n/ R

. oo _([va[ % cos0m] [0
JJrarde ()7 c0) [R ](n)

2

N . 4
D'oll x. = ,s0it x. =—R.
Gce Gc 375

* Calcul du centre d'inertie de la plaque rectangulaire évidée X :

2
Ce point est le barycentre du systéme {(Gp,cah),[Gc,—anR j} ce qui donne:

Gahg— onR’ 4
2 3n . 3ha®— 4R’
=z, =0/ et x4 = , S0It [Xgy =————|.
Yoz = 2o o onR> * 3(2ah-7R?)
cah —
2) * Moments d'inertie de la plaque pleine P:
_ _
cah 0 0
12
2
D'aprés la question 6 de I'exercice 6, on a: Jy,(P.G)=| 0 Gil; 0 .D'otl
Gah (a2 +h2)
0 0 -
L 12 s,
3 2
les moments d'inertie : 1(P/G,x)= 613‘;‘ et I(P/G,y)= G?; .
3
En utilisant le théoréme de Huyghens, il vient: I(P/Ox)= Gah et
2 cha’

cha’ cha’

1(P/Oy) =22 +cahx?, ==+ , soit I(P/0y) =

* Moments d'inertie du demi-cercle C:
Les propriétés de symétrie du demi-cercle font que dans le repere défini par la base B,

A 0 O
la matrice d'inertie est diagonale et ayant la forme suivante: J, (D,0)={0 B 0
0 0 C

By

Seuls A et B sont demandés.

11



* A= jD y’dm = G”D y’dS=o] jD y’rdrdd = o jD r’ sin’(0)drd®. Le domaine d'intégration défini

par  re[0,R] et ee[—g,ﬂ ne dépend pas des variables, donc

4

nR*
=
* B= IIszdm = GIIDXZdS = GﬁszrdrdO = G”D r’ cos’(0)drd0. Le domaine d'intégration défini

A=[[ y'dm= o(j: r3dr) ( [ sinz(e)de) —o “l;

-

, ce qui donne : I(C/Ox)=A=0

par re[O,R] et ee[—g,ﬂ ne dépend pas non plus des variables, donc

R /2 . TCR4
B[], x'dm=o["rar)([" cos’ ®)do) , ce qui donne : 1(C/0y) =B =0

* Moments d'inertie de la plaque évidée X :
Ces moments s'obtiennent par application du principe de superposition. D'ou

3 4 2 4
1()2/0x)=1(1)/0><)—1(C/0x):Gl“‘;l TR et I(Z/0y)=1(P/Oy)~I(C/Oy) =13 —c’ﬂ;

!

soit [I(X/0x) =

o(2ah’ —37R") o(8ha’ —37R")
et|I(Z/0y) = :
24 24

12
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Exercice 1:
Soit R,(0.%X,,¥,.Z,) un repere orthonormé direct par rapport auquel on étudie le

mouvement d'un systéeme £. I est constitué de deux solides (B) et (D) :

- (B) est une tige rectiligne homogene de section négligeable, de longueur 2/, de
masse m, astreinte a rester paralléle au plan (0,%,,y,), I'une de ses extrémités A
restant fixe sur (0,7,) ; OA=Rz, (R constante positive donnée). On appelle J le
milieu de (B).

- (D) est un disque homogene de rayon R, de masse M, dont le centre C décrit (B),
l'axe du disque restant constamment confondu avec(B). (D) est alors au contact du
plan (0.X,.¥,) en un point de sa circonférence; on appelle 1 le point de contact.

On pose AC=AX,, avec A>0, et on complete par §, le repére
R,(0,%,,¥,.Z,) orthonormé direct. Soit R(C,X,,¥,Z) un repére orthonormé direct lié a
(D). On pose y=(X,,X,), mesuré autour de z,, et 6=(7,,z), mesuré autour de X,.

1) Déterminer par leurs éléments de réduction en C les torseurs cinétique et
dynamique du systeme ¥ dans son mouvement par rapport a R, .

2) Calculer 6(L,X/R,) et 3(LE/R,).
3) Calculer 2T(X/R,).

Exercice 2:
Soit R,(0,X,.¥,.Z,) un repere orthonormé direct lié d un bati B,. On considere un

systéme matériel £ constitué de trois solides S,,S,,S. £ est mobile dans R, de la

fagon suivante, figure 1 au verso :
- S, est en liaison rotoide d'axe (0,7,) avec B, (c'est-a-dire que les seuls mouvements

possibles de S, par rapport a B, sont les mouvements de rotations daxe (O,7,)). Soit
R,(0,X,,¥,,Z,) un repere orthonormé direct lié a S,. Soit A le point lié a S, défini
par OA = (%, (/>0 constante donnée).

On note a=(X,.X,)=(¥,.y,) . mesuré autour de 7,.

- S, est en liaison rotoide d'axe (A,zZ,) avec S, (mouvements possibles de S, par
rapport a S,: mouvements de rotations d'axe (A,Z,) ). Soit R,(A,X,.¥,,Z,) un repére
orthonormé direct lié a S, .



On note B=(X,,X,)=(¥,,Y,) ., mesuré autour de 7,.

- S est en ligison verrou d'axe (A,X,) avec S, (mouvements possibles de S par
rapport @ S, : mouvements de rotations d'axe (A,X,)et mouvements de translation
rectiligne de vecteur X, ).

Soit G un point lié @ S et qui se déplace sur la droite (A,X,). On note R(G,y,7,X,)
un repere orthonormé direct lié a S, ¢=(y,,y)=(Z,,Z), mesuré autour de X, et
AG =A%,.

On note 1, le moment d'inertie de S, relativement a (0,7,), m, lamasse de S, et 1, le
moment d'inertie de S, relativement d (A,Z,). On suppose que le centre d'inertie G,
de S, est situé sur (A,z,). On suppose que G est le centre d'inertie de S et que
(G,X,) est axe de révolution matérielle pour S. On note M la masse de S, A et C
les moments centraux principaux d'inertie de S (C relatif a (G,X,) ).

1) Calculer 6(G.S/R,), 6(0.S/R,)7Z,, 3(A.S,/R,)Z,, 6(0.S,/R,) 7, et 6(0.S,/R,) 7.
2) Calculer 2T(S,/R,), 2T(S,/R,) et 2T(S/R,).

3) Calculer §(A,S,/R,)7Z,, O(A,S/R,)Z,, 8(G,S/R,) X, et §(0,Z/R,)7,.

Figure 1
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Exercice 1:
Avant de commencer les calculs, il est utile de faire les deux représentations suivantes

des rotations qui interviennent dans cet exercice.

!
»
»

NI

el

¢ '

v
@
~<i

Notons B, =(X,,y,.Z,) la base de %,.

1) *Torseur cinétique du mouvement de X par rapport a %, réduit au point C :

mv(J/R,)
Ona: t,X/R,)=1.,B/R,)+1,(D/R,) avec 1. (B/R,) = ié(C,B/i)gO)} et
Mv(C/R,)
5(C.D/R,) |’
* Résultante du Torseur cinétique 1 (X/R,)

Ona: R,=mv(J/R,)+Mv(C/R,). Calculons les vitesses.

T, (D/R,) = {

OJ =OA +AJ =RZ, + (%, = V(J/%O)=d§']§ =£d;‘tl| . Ce qui donne V(J/R,)=Mpy,.
Ro R
evellioudiyve OC| d(Az . %
OC=0A+AC=RZ, +AX, = V(C/ERO):dOC| = ( X1)| ﬂ»iﬁkﬁ . Ce qui donne
w Aol dt |y,
V(C/R,) =X, + Ay, .
MA

D'oti R, =mv (J/R,)+Mv(C/R,) =mAyy, + MAZ, + MMy, , soit R, =| (m/+M~A)y

B,




* Moment du Torseur cinétique t_(X/R,) en C

Ona: (C.2/R,)=6(C.B/R,)+6(C.D/R,).

- D'apres la relation de distribution du torseur cinétique associé au mouvement de B par
rapport @ R,,ona: 6(C,B/R,)=6(J,B/R,)+mv(J/R,)AIC . Par ailleurs le premier

théoréme de Koenig permet d'écrire : 6(J,B/R,)=J(B;J)Q(B/R,)+mIIAv(J/R,) avec

0 O 0
m/’ = 0 m/’
J(B;J)=|0 3 0 et Q(B/R,)=|0| ,dou 6(J,B/%0)=T\1121.Avec
2 V],
0 0 m/
L 3 s
0 A—t
JC=JA+AC=(A-0)%,, il vient my(J/R,)AIC=m| | Al 0 | =ml(/-A)VyZ , d'ol
0 B 0 B
_ ml* e 4 .
G6(C,B/R,)= 3 VZ, +m/((—L)Z,, soit|6(C,B/R,)=m/ gé—k VZ, |,
- D'apres le théoréme de Koenig appliqué au mouvement de D par rapport a R,,ona:
- _
MR 0 0
2
_ = — MR’
6(C,D/R,)=1(D;C)Q(D/R,)+mCCA7(C/R,) avec I(D;C)=| 0 " 0 | et
2
0 0 MR
L 4 B,
a . 0 MR? .. MR’
Q(D/R,)=Vyz,+6X,=|0| ,cequidonne: 6(C,D/SRO):TGXI+T\VZI.
v,
2 2
Dol 6(C,Z/EKO):6(C,B/EKO)+6(C,D/€RO):mf(%ﬁ—xj\ﬁl+¥éi,+¥\j}21,soiT
= : =
MR o
2
5(C.L/R,)= 0

MR? 4
l—=0—A | N
(e

*Torseur dynamique du mouvement de ¥ par rapport a %, réduit au point C :

R;

18(C.x/%,)
R, =my(J/R,)+My(C/R,) et §(C,Z/R,)=5(C,B/R,)+5(C,D/R,).

Notons ce torseur dynamique t,(X/R,) = .On aalors:




* Calcul de R;

- L . d( Ny
S(11%,)= 00, = 7(1r%,)= L)

=My, — %, , soit F(J/R,) = -0, + 0§y, .

SR0
: d(AX, + My

V(C/R,) =A%, + g, = F(CIR,)= ( Xl;rt W)

Y(C/R,) = (A-2p2) %, + (Mg +24) 7, . D'ol

= kX, + (M + 1) §, + gy, -M°%, , soit

Ro

—0y? A=’
Ry =my(J/R,)+MJ(C/R,)=m| ¢ | +M|My+24y | , soit
0 0
B

B,

—mAy* +M(X-1y”)
R =| moy+M (M +24)
0

B,

* Calcul de 5(C,2/%,)

- D'apreés le deuxieme théoreme de Koenig, on a:

. d5(C,B/R
6(C,B/9{0):¥

+mv(C/R,)AV(I/R,), ot v(C/NR,) désigne la vitesse du

Ry

point géométrique C non nécessairement lié au mouvement de B par rapport a R, .

4
T Wiz 0
d6(C, B/, )| d{m€(3£ k)wz‘} 40 ). ]
= =ml| —(—A |Y-—mlAY |Z, = 0
| dt 3 ,
. mf[—z—x]q;—mmw
0 L 3 s,
A 0 0
mv(C/R)AV(I/Ry)=m| | Al 0| =| 0O . D'ou
0] Lo], [mAy]
0 0 0
S(C,B/R,) = 0 + 0 | ,soit §(C,B/R,)= 0
. A
mf(gﬁ—kj\]}—mﬁk\jl mEAY J, mf(gf—lji[!
L s,

- D'apres le deuxiéme théoréme de Koenig appliqué a D/R,,ona:

~ d6(C,D/R
5((;])/9{”:%

+mv(C/R,)AV(C/R,).

%o



d ox, + yz
d6(C.D/R, )| ( 2 W‘j MR’ (MR® . MR, .
= = X zZ ,
dt R dt > 1 vz, vy,
Ro
2] B 2]
2 2
d6(C,D/R :. . 2 S
d5(C.D/R,) | MR Oy | , ce qui donne 3(C,D/R,)= MR oy
de || 2 2
MR® MR’ .
L 4 B, L 4 B,
— - i 2 . ]
MR 6
0 2
. B, B, MR? :
D'ot §(C,2/R,)=8(C,B/R,)+d(C,D/R,)= 0 = 0y | , soit
m((iﬁ—k}p MR’
L 3 )] 4
1 L _B]

S(C,X/R,)=

2) *Calcul de

5(LZ/R,)

La relation de distribution du torseur cinétique de £/R, permet d'écrire :
6(LE/R,)=6(C.2/R,)+R, ACI, ce qui donne :

5(LE/R,)=

|

MR? .
0

2
0

MR*

e

&(LE/R,)=

2
MR 6—(m/+M\)RYs

MA
+| (ml+MA)
0

A

-R

B,

, soit



*Calcul de 3(LX/R,)
La relation de distribution du torseur dynamique de £/%, Ona::
S(LZ/R,)=8(C,2/R,)+R; ACI, ce qui donne :

MR? ..
) .
2 —mOy” + M (K -y?) 0
" MR’ . ) L .
S(LZ/R,) = : G, +| mOG+M(Mj+24) | A| O | , soit
2 O _R B,
{414 .
4 3
L B,
- _
MR 0—R (m/+MA\)y —2MRA
2
S(LZ/R,)= M? 6y —R (m/+MA )y + MRA
MR? 4
+ml| ==\ ||
Sy

3) Calcul de 2T(XZ/R,)

Ona: 2T(X/R,)=2T(B/R,)+2T(D/R,)

- D'aprés le troisiéme théoreme de Koenig appliqué a B/R,,ona:

2T(B/R,) =m[[V(A/R)| +B(B/K,).J (B;A) & (B/R,)+mO(B/K, ). ATAVA/R)].

(Le choix du point A est commode car seul le terme intermédiaire de I'énergie cinétique
subsiste).

D'aprés le théoreme de Huyghens, on a :

0 0 0 0 0 0
s o0 0 4m/’
IB:A)=l0 2= 0 | +[0 m 0 | ,soit J(B;A)=|0 “31 0 | ,dod
0 0 m?
2 B, 2
0 0 m/ 0 0 4m/
i 3 |, j 3 L,
2
2T(B/%, )= 0 gz |

- D'apres le ‘rronsuame théoréme de Koenig appliqué a D/R,,ona:
2T(D/R,) =M[V(C/R) +Q(D/R,)J(D;C)Q(D/R, )+MQ(D/%O).[FCAV(C/m)].
MR® ., MR’ ,

Ce qui donne 2T(D/R,) =M (A’ +1°y )+ : 6’ + LV soit

2 2
2T(D/R,) = MA* + M§ +M(k2 +RT]W2'

2 2 )
D'ou 2T(Z/9{0):M}L2+¥92 { (kz+RTJ+4mﬁ }Wz

3

5



Exercice 2:
Rappelons les représentations des rotations qui interviennent dans cet exercice.

Quatre repéres sont en jeu:
- R,(0.%X,,¥,,Z,) repere absolu

- RX,(0,X,,Y,,Z,) lié au solide S, ;

- R,(AX,,y,.Z,) lié ausolide S, ;

- R(G.,y,%,X,) lié au solideS.

Les vitesses de rotation instantanée des solides par rapport a %, sont donnés par:
Q(S,/R,) =07, : Q(S,/R,)=Pp7, et Q(S/R,) =%, +B7,

Remarque préliminaire importante : La base de travail n'a pas été indiquée dans cet
exercice, pour la choisir on a intérét a retenir celle qui permet d'exprimer la matrice
d'inertie sous une forme simple (en l'occurrence une base centrale d'inertie). Ainsi pour
calculer le moment cinétique de S, la base de R, convient. Cette base convient aussi

pour le solide S,, mais pour S, ce sont les bases de R, et R, qui sont les plus
appropriées.

1) * Calcul de G(G.S/R,)
D'aprés le théoréme de Koenig I, on a: 6(G,S/R,)=7I(S;G)Q(S/R,)+MGGAV(G/R,),
soit 6(G,S/R,)=J(S;G)Q(S/R,). La matrice d'inertie du solide de révolution S en G

par rapport a la base B, du repére R,, qui est central d'inertie (car X, est l'axe de

C 0 0
révolution) admet la forme suivante: J(S;G)=|0 A 0 Le vecteur rotation
0 0 Al
¢ C 0 0] [¢ C
instantanée est Q(S/%R,)=|0| . Dol &(G,S/R,)=|0 A 0| [0]| =| 0| , soit
Bl 0 0 AJ [B], [AB],

6(G,S/R,) = Cox, + ABZ,|




* Calcul de 6(0,S/R,)Z,

On utilise la relation de distribution du torseur cinétique décrivant le mouvement de
S par rapport & R,. Ona: 6(0,S/R,)=6(G,S/R,)+MV(G/R,)AGO . Calculons (G/R,).

o OF L AG \ d( /%, + )% 2| ;
On a: OG=OA+AG=/% +1%,, doi %G /%=X %) 0% g, A el
dt | dtly dt Jy,
d(/X, +AX . .
soit V(G/Sto):¥ =(ay, +AX, + APy,. En effectuant la projection de X, et y,

FRo

dans la base B, (figure ci-contre), il vient :

X, =cos(a—P)X, +sin(a—P)y, et y, =—sin(oa—P)xX, +cos(a—P)y,.

D'oll V(G/R,) =A%, +ABY, + £&[—sin(a—PB)X, +cos(a—B)Y, ],

c'est-a-dire VG/R,)=[A-lasin(o—P) |X, +[ AB+fecos(@—P) |y,.  De  méme
GO = /X, =A%, = —[cos(a—P)X, +sin(0.—B)¥,]| - AX, = —[A+ £ cos(at—B)] X, — £ sin(0.—B)Y, .
A — tésin(o—P) —A—{cos(a.—P)
D'od MV(G/R,)AGO=M| AR+ laicos(o—B) | A| —fsin(w—P) | , soit aprés calcul
0 B, 0 B,
0
MV(G/R,)AGO = 0 . En remplagant

—M/Asin(o—B) + M6+ AP+ MO (6 + ) cos(o—B) )

2

dans le I'expression de 6(0,S/R,), il vient :

5(0,S/R,)=Cox, + AP7, +[—Mmsin(a—B)+M£2a+MAZB+Mm(a+B)cos(a—B)]zo . soit
6(0,S/R,)=C¢x, +[AB—Wxsm(a—B)+Mf2a+MxZB+sz(mﬁ)cos(oc—[s)}zo , ou encore

&(0.S/R, )z, = ML* + M{A.cos(ot—B) |6+ A+MA* + M/ cos(o—B) |B—M/Asin(o—PB)|.

* Calcul de G(A,S,/R,)-z,

D'apres le théoreme de Koenig I on a:
G(A,S,/R,)=T(S,;A)Q(S,/R,)+m,AG, AV(A/R,).
* La base B, étant principal d'inertie pour le solide S, , I'expression de la matrice

A, 0 0
d'inertie de S, en A est donnée par la forme suivante J(S,;A)=| 0 A, 0| . Le
0 0 L

vecteur rotation instantanée de S, par rapport & %,est donné par Q(S,/%,)=47,. D'ol
J(S::A)Q(S,/R,) =L,B7,.



*  OA=(%, dol par dérivation par rapport au temps dans R,

d(/x N
VIA/R,) = (%) = (ay, = —Lasin(a—P)X, + (& cos(a—P)y, . Posons AG, =cz,, alors
Ry
0 —Lasin(o— ) —clicos(o—P)
m,AG, AV(A/R,)=m|0| A| l&cos(a—P) | =| clisin(o—P)
¢ B O B O B

Finalement |G(A,S, /R, )7, =LA

* Calcul de G6(O,S,/R,)-Z,

La relation de distribution du torseur cinétique du mouvement de S, par rapport a X,
permet d'écrire: 6(0,S,/R,)=6(A,S,/R,)+m, (G, /R,)AAO.

* AO =—/(%, =—(cos(a—B)X, — sin(0.—P)y, .

* 0G,=0A+AG, =/%,+AG,, dol par dérivation par rapport au temps dans %,

] d(&+AGy) ]
V(G,/R,)) = —a =(dy, = —Lasin(a—PB)X, + (& cos(o—P)Y,.
%
—Lasin(o—) —L cos(o.—P)

Par suite m,v(G,/R,)AAO=m,| lécos(@—B) | A| —Lsin(a—B) | , soit

0 5. 0 5,

0 0

m,v(G,/R,)AAO=m, 0 =| 0 | . Finalement, il vient:

ousin® (o0 —P) + £*cucos’ (oL —P) 5 m, />

6(0,S, /R, )7, = L,B+m,(*C],

B,

* Calcul de 6(0O,S,/R,).Z,

D'apres le théoreme de Koenig I, on a:
6(0,S,/R,)=1(S;;0)Q(S,/R,)+m,0G, Av(0/R,). La matrice d'inertie du solide S, par
rapport a O exprimée dans la base de %R, admet la forme générale suivante :

A, -F -E
J(S,;0)= —I% B,1 —Dll] . Le vecteur rotation instantanée de S, par rapport a R,
E, -D, I |,
est: Q(S,/R,)=06z,. D'ol
A, -E -E] [0 —E,&
6(0,S,/R,)=1(S;0)Q(S,/R,)=|-E B, -D,| |0| =|-D&| ,soit
-E, -D, I |, |af, | e |,

5(0.S,/R,) 7, = L&,




2) *Calcul de 2T(S,/%R,)
D'apres le troisieme théoreme de Koenig appliqué en O pour le systéme S, dans son
mouvement par rapport a R,,ona:

2T(S, /R, ) =m,[7(O/R, )| +8(S, /K, )1 (S,;0)8(S, /K, )+ m (S, /R, )| AG, A¥(0/R,)].

0] [-Ea
Vu que v(0/R,)=0, il vient: 2T(S,/R,)=Q(S,/R,)I(S;0)Q(S,/R,)=[0| «-D| ,
& I

By By

s0it |2T (S, /R,)=1,6|.

*Calcul de 2T(S,/R,)
On choisira le point A pour le systeme S, dans son mouvement par rapport a R, avant
d'appliquer Koenig ITI. Il vient alors :

2T(S,/R,)=m, HV(A/mO)HZ+s§(52/mo)-J(sz;A)é(sz/930)+m2§2(sz/9{0)-[A—G2Av(A/9i0)].
D'aprés la question 1), on a: J(S,;A)Q(S,/R,)=LB7, (c'est d'ailleurs ¢a qui justifie le
choix du point A), et comme Q(S,/R,)=p7,, le terme de rotation s'écrit:
Q(S,/R,)I(S,;A)Q(S,/R,) =1L,

Utilisant maintenant v(A/R,)=—/dsin(a—P)X, + Lcos(u—P)y,, le terme de translation
devient: m,[v(A/R,)| =m,¢*. Comme AG, est dirigé par Z,, de méme que $(S,/%R,)
et que le produit vectoriel est orthogonal aux deux vecteurs qui le composent, le ferme
m,Q(S, /R, ){ AG, AV(A/R,) [=0. D'od|2T(S,/R,) = L +m,*¢’|

*Calcul de 2T(S/R,)

Pour le solide S, il n'y a pas de point remarquable qui pourrait €tre choisi pour appliquer
Koenig IIT mis-a-part le centre d'inertie G qui permet d'annuler d'office le dernier
terme : 2T(S/R,) =M|[V(G/R, )| +B(S/K,)J ($:G)Q(S/R,) +MQ(S/R, ) GG A¥(G/K,)].
Avec W(G/R,)=| A—tasin(a—B) |X, +[ AB+ facos(a—PB) |3, (question 1), il vient:
MHV(G/ERO)HZ = MA2 + MA2B2 + MA26i2 + 2MIAGP cos(o—PB) — 2Mlcid sin(oe—B) . Par ailleurs,

o] [C 0 0] [¢
Q(S/R,)I(S:G)Q(S/R,)=[0| {0 A 0| |0| =CP’+AR>. Doty

Bl [0 0 AJ [B],

2T(S/R,)=CP* +(A+MA”)B> + MA* + ML*&” + 2MIAG&B cos(on—B) — 2M LA sin(o —B)).

3) *Calcul de 5(A,S,/R,) 7,
On utilise le deuxieme théoreme de Koenig qui a I'avantage de pouvoir s'appliquer en
d5(A.S, /R,

dt

nimporte quel point. Ainsi 8(A.S,/R,)= +m,v(A/R,)AV(G,/R,). Sans

Ry




faire de calcul il est évident que V(A/R,)=v(G,/R,), ce qui donne

d6(A.S, IR,) 7, :d(lzB)‘
dt

8(A,S,/R,) 7, = , soit |8(A,S,/R,) 7, = LB|.

b, ,

*Calcul de 5(A,S/R,) 7,

C'est bien slr Koenig IT qu'il convient d'appliquer au point A pour le mouvement de

B, d6(A,S/R
S/R,, soit 8(A,S/%O):¥ + MV (A/R,)AV(GIR,).

FRo

* Calculons pour cela 6(A,S/R,)Z, apartir de la relation de distribution du torseur
cinétique du mouvement de S/R,. Ona alors:

6(A.S/%R,)7,=5(0,8/R,) 7, +| MV(G/R,) AOA | 7,. Avec les résultats de la premiére
question : OA =/ cos(a—B)X, + /sin(a—PB)y,,

V(G /R,) =[ A—tasin(a—B) |X, +[ AB+ fecos(a—B) |3, et

(0,S/R, )z, = M£* + M{Acos(ot—B) |6+ A+ML” + Ml cos(o—B) |B—MAsin(a—p) , il

A — (ésin(o—P) ¢ cos(a.—P)
vient :6(A,S/R,) 7, =6(0,S/R,) 7, +M|| AB+Lécos(—P) | A| Lsin(w—P) | |Z,, soit
0 0

B, B,

aprés calcul : 6(A,S/R,).Z, =(A+MA*)B+MlAdcos(o—P).
* Calculons maintenant le deuxieme terme du second membre de Koenig II, avec
V(A/R,) =—Ldsin(a—P)X, + (dcos(a—P)y, et I'expression ci-dessus de v(G/R,), il vient
—(&sin(ot—P) A—(ésin(o—PB)
MV (A/R,)AV(G/R,)=M| lécos(a—PB) | A|AB+Lécos(a—B) | , soit
0 0

MV (A/R,) AV(G/R,) =] -MIA&Bsin(a—B) ~ Mok cos(o—P) |7, .
_d[6(AS/%,

D'ol 5(A.S/R,) 7, -

)'z°]| +[ MV (A/R,)AV(G/R,)]Z,, soit

5(A,S/R,)Z, =(A+MA)B+2MAAB +M/Adicos(o.—B) — MIAG’ sin(o—B) |

*Calcul de 3(G,S/RK,) X,

< d6(G,S/R Vo .
Par application de Koenig II, il vient : 6(G,S/9¥0):¥ . D'apres la question 1),
Ry
b s d(Cox, +ABZ, )|
ona: 6(G,S/R,)=Cox, +APz,. D'ot 3(G,S/R,)= " = C§x, +CoPy, + APz,

‘ R

ce qui donne [3(G,S/R,) X, =CH|

10



*Calcul de 5(0,2/RK,) 7,
O est un point fixe et §(0,2/%R,)=8(0,S,/R,)+8(0,S,/R,)+5(0,S/RK,), I'application de
Koenig ITI pour les trois solides S, , S, et S pris séparément montre que chacun des

termes du second membre de la relation précédente s'obtient par dérivation par
rapport au temps du moment cinétique du systeme considéré dans son mouvement par
rapport a R, . Il vient alors puisque 7, est constant :

d[5(0.5,/%,)7, ]| d[o (0.8, /%,) ]| 6(0.S/R,) 7,
dt dt dt

R, Ro
moments cinétiques ont été calculés dans la premiére question, d'ou

5(0,2/R,) 7, = . Les trois

%o

. d[6(0.s, /9{0).20]| _ d(La)|
dt dt

=1,d
EKO

Ry
. 4[6(0.5,/%,)7,]| _d(IzB+m2€2a)|
dt B dt

=LB+m, /&
Ry
d{[M£? + M{hcos(ou—B) | 6+[ A+ MA® + MAcos(c—B) |~ MAsin(o - B)}|
dt

Ro

« 4[6(0.5/%,)7, ]|
dt

R, %R,

soit apres calcul
d[6(0.8/R,) 7, ]| _

dt

=[ M* + M(Acos(a—P) | 6+| A+MA” +M/Acos(o—B) |p—~ M/Asin(o—PB)

Ro

—MIA(G —B?)sin(o—B) +2M[ AL+ (h.cos(a—B) |B

Finalement,

3(0.2/R,) Z, =[ I, +(M+m,) * + ML cos(o—B) |6L+] I, + A+ML” + M/ cos(a—P) | B
~M/(Asin(oi—B) — MG’ —B?)sin(ot—B) +2M| Ah+ (A cos(o—P) | p

Remarque importante :

La cinétigue est gouvernée par les trois théorémes de Koenig (parties mises en jaune
dans le corrigé). On peut dire, comme son nom lindigue en allemand (bien qu'il soit
hongrois), que cest le roi de la mécanigue du solide indéformable. I/ suffit donc de
savoir comment appliguer ces trois théorémes. En général on cherchera un point fixe ou
bien le centre dinertie pour les théorémes I et III, alors que le théoréme II est

valable pour un point géométrigue quelcongue. Le reste sera un simple calcul si on sait
comment le faire !
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Soit le repére absolu R,(0,,%,.y,.2,) ou l'axe O,Z, est orienté suivant la verticale
ascendante. On note g l'accélération de la pesanteur. On considére le systeme X
formé par:

- un disque (D) homogene d'axe O,Z,, de masse m, auquel est fixé un support de
masse négligeable (voir figure). Le disque tourne sans frottement autour de 0,7,
(liaison rotoide parfaite d'axe O,Z,).

- Une toupie (T) de révolution, de masse m,, de centre O, mobile autour d'un axe
vertical ABinvariablement lié au disque (D) (liaison rotoide d'axe AzZ,).

On désigne par I,le moment d'inertie du disque par rapport a Oz, et par I, celui de la
toupie par rapport a AB. Soit le repere R,(0,.X,y,Z2=72,) lié au disque tel que l'axe
O,X passe par le point A.

On pose O,A =ax et OA=-OB=-b7 (a et b sont des constantes positives).

Compte tenu des liaisons, la position du systeme ¥ est completement déterminée par
la connaissance des deux angles suivants : 6, =(0,X,,0,X) et 6, :(Ooio,@) ol OP est
un rayon horizontal de la toupie et lié a celle-ci.

Les actions de I'axe O,Z, sur le disque sont représentées au point O, par le torseur
I, de résultante R,=XX+Y,j+Z7, et de moment, orthogonal a O.j,,
M, (0y) = X +1,5 .

Les actions exercées par le disque (D) sur la toupie (T) en A (respectivement en B)
sont représentées par le torseur I', (respectivement I',) dont les éléments de
réduction au point A (respectivement au point B) sont R, =X,X+Y,y+Z,7,
(respectivement R, = X, X+ Y,y +Z,7,) et M, (A)(respectivement M, (B)).

On suppose que M, (A) =M, (B) =%(60 ~6,)Z, (C est une constante positive ou nulle).
On étudie le mouvement du systéme X pour les conditions initiales suivantes :
6,(0)=6,(0)=0 ; 6,(0)=0 et 6,(0)=w, >0.

Toutes les grandeurs vectorielles seront exprimées dans la base (X.y,7,).

1) Déterminer par ces éléments de réduction en O le torseur cinétique de la toupie
(T)par rapport a R, .



2) Déterminer par ses éléments de réduction en O,le torseur cinétique du systéme X
par rapport a R, .

3) En appliquant le théoreme du moment cinétique a la toupie (T) par rapport a R,
montrer que : 1,8, =C(6,-6,) ; X, =X, et Y, =Y,.

4) Appliquer le théoréme du moment cinétique a £ au point O, et montrer que :

W, =-mabl, ; w,= —mla(g+b9§) et (I0 +m1312)90 +16, =1,0,.

5) Déterminer, en fonction du temps t, 6,(t) et 8,(t), les représenter graphiquement.

On posera K:%.
I[,+ma
6) Calculer, dans R, , I'énergie cinétique du systéme X.
7) Montrer que le travail des efforts intérieurs entre les instants t=0 et t=-+oo
_ Lo
s'écrit 1 (W, =——11_,
( int )()—)oo 2(}\’_’_1)

Support lié 2 (D) et de
masse négligeable

NI
»
»
»
»

!

v

v

Toupie (T)
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1) Torseur cinétique de T par rapport a R, réduit au point O

v(0/%
ona: o ()= | ™MV (O/R)|
G(0,T/R,)
(0]
_ 0.0 d(ax .
*  0,0=0,A+AO=ak+bi = V(O/s)t(,)=d0d:o| = (;X)§ —ad,y,  dol
gt[) EKU

m,v(0/R,) =m,a6,y|
* D'apres le premier théoreme de Koenig, ona:
6(0,T/R,)=J(T;0)Q(T/R,)+mOOAV(0/R,), d'ott [5(0,T/R,) =167

2) Torseur cinétique de X par rapport a %R, réduit au point O,

R _
On a: 1 (Z/R)= {ﬁ ° } avec R, ,=myv(O/R,)+m,v(0,/R,) et
0 . 0(00,2/9{0) 1 0 0 0 0
6(0,.£/%R,)=6(0,.T/R,)+6(0,.D/K,).
*3(0,/R,)=0 = R,=m,v(0/R,), soit R, =m,ad,y |

*5(0,,T/R,)=6(0,T/R,)+m7(0/R,)A00, =1,6,z+(m,a6,y) A (-ax —bz), d'ol

6(0,. T/R,) =-m,abd,X + (1,6, +ma’d, )7 .

* Le premier théoréme de Koenig appliqué au disque permet d'écrire:
6(0,,D/R,)=J(D;0,)Q(D/R,)+mO,0, Av(0,/R,), ce qui donne : 5(0,,D/R,)=1,6,z.
Dol 6(0,.2/R,) =—mabb X + (1,6, +ma’, )7 +1,6,Z, soit

0°

6(0,,X/R,) =-m,ab, X + [(IO + m1a2)90 +Ilél]2 i

3) Application du théoréeme du moment cinétique a la Toupie dans %,
 d6(0.T/R,)

o =M., +(0). Calculons le moment des forces extérieures agissant

SR0
sur la Toupie T en O.
*Ona: g7, (0) =7, . (0)+ T, . (0)+ ... .(0) avec

ext—>T

T (0)=T .. (A)+R, AAO, F. . (0)=T7. ..(A)+R, ABO et F7.., ..(0)=0.

Ona



0 X, 0 bY,
D'oll 7, . (0)=7, (A)+R, AAO = 0 + Y, | AlO| =| -bX,
C/; z b C/;
=(6,-6 A ls B | =(6,-6
5 (6-6)] 5(6-6)]
0 X, 0 -bY,
M, +(0)=T. . (B)+R, ABO = 0 +Y, | Al 0] =| bX,
C; v/ —b C /.
=(6,-6 B B | =(6,-6
5(6,-6)] 5(8-6)]
b(YA_YB
D'oll |77, +(0) =| b(X; —X,)
C(6,-6,) |
) dG(0,2/R .
* (0, T/R,) =167, = d5(0.2/%,) =1,z
dt .
b(Y,-Y,)=0
D'ot le systeme {b(X,—-X,)=0, qui permet de montrer que: [X;=X,|, |Y;=Y,| et
16,=C(6,-6,)
16,=C(6,-6,)|

4) Application du théoréeme du moment cinétique au systéeme X dans %,

On applique ce théoréme au point O, , soit

d6(0,2/%R,)
dt

= ‘72_’;—& (Op).

%,
* Le bilan des moments des forces extérieures auxquels est soumis le systeme ¥ est:
%OHZ (OO) = Hli + HZS; eT %esanteur—)[‘, (O()) = (_mng) A (OOO) = (mlgz) A (ai + b_i) = mlagy .

D'otl

* Avec 6(0,.2/R,)=-mabd,X + (1,6, +1,6, —m,a’6, )z, il vient

W;HZ(OO) = Hﬁ”(uz +m1ag)§/ .

d5(0,2/% ) _ o B
(TO) :_m1abeo§—m1ab9§§’+[(lo +m1a2)9O +Ilel]z, Dol
Ry
—mlabéo W,
_mlabéé =| M. Tmag| soit U, =-mab8,|, U, =—ma (g + be(z)) et
0

(IO +m]az)é0 +Ilé1 5

(I, +m,a*)8, +16,=0.

Par intégration par rapport au temps de la derniére équation, il vient :



(I, +m,a*)8,+16, =(I,+m;a’)6,(0)+16,(0), soit en utilisant les conditions initiales

(I, +ma*)8,+16, =Lo|

5) on peut réécrire Iéquation (I,+ma’)d,+16 =Lw, sous la forme:

I b I . I 4 . .
—0, = —®,, ce qui donne en posant A=——— [‘équation suivante:
I,+ma I, +ma I, +m,a
6, +16, = Ao, , d'oli I'on tire |6, = Lo, —A9,|.

Les deux inconnues 6, et 6, sont aussi reliées par I'équation 18, =C(6,-6,) de la

0, +

troisiéme question. En reportant I'expression de 6, dans cette derniére équation, il
C(1+A) 5 - C
TR

1

vient : 1,6, =-C(1+1)6, +Choo,, soit |6+

| Cest une équation

1

différentielle linéaire de premier ordre en l'inconnue 8.
* La solution générale de [|'équation homogene associée a cette équation s'écrit:

(6,), - kexp[_c(ux)

1
* Une solution particuliére est donnée par la constante : (6,)
p

tJ ol k est une constante a déterminer.

AY . rd /7 . bl b b C 1 A‘
D'oll la solution générale qui prend la forme : 6, =(6,) +(61)p :%031 +keXp(—gtj.

Avec la condition initiale 6,(0)= o, , il vient Lco, +k=w, soit k=Lml.
1+A 1+A

. C(1+) o C(1+)
D'ou |6, :ﬁwl (k+exp[—%tD et par suite 90=kwl—%(ﬂl (Wrexp(— L+ )tD,

) C(1+A
soit |6, :ﬁwl (exp[— ( I+ ) tJ] )
1

Les courbes sont tracées
sous Matlab avec le jeu
de paramétres: =2,
C=2 et A=3.

La courbe en rouge décrit
I'évolution temporelle de n ]
8, et la courbe bleue

1.5¢

celle de 6, .

L'asymptote  horizontale 0.5 T

)
correspond a L=15
1+A

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Temps (s)



6) La puissance des efforts qui agissent sur le systéeme T est:

"%t;lal :j)(:o—>2+‘¢Pesanteur—>Z+<7i+°¢B'
interne

. Q(D/R,) { R, } 16,7 {X0§+Y037+ZOE_

7 oe=| | - = 7. I

V(OO/SKO) Mo(oo) N 0 M1X+sz i
* ’ﬁsanleurﬁZz ?(D/S{O) . _Hiog_i_—i_ ?(T/%O) . _n}.lg_z’_: egz . _niogz + e_l._i . _Hilgz :0.
v(0,/R,) 0 | |V(0/%) 0 | |0 0 0 0

g ] B TR [l08)e] IR e

* |¥(AeT/D) || M,(A) o | %(éo—él)z 2V
e o] 2 [ R, ] [(6-0)2) RTNTAT e

* |¥(BeT/D)|| M,(B) o | %(éo—él)z /AN
D'ott |7, =—C(8, —91)2 .

7) Energie cinétique de ¥ par rapport a %,

Ona: 2E (X/R,)=2E (T/R,)+2E.(D/R,).

* 2B (T/R,)=m,[v(0/R,)[ +L(T/R,)5(0.T/%K,), soit d'aprés la premiére question :
2E (T/R,)=m,a’; +16; .

* 2E (D/R,)=1,6..

D'od [2E, (Z/R,) = (I, +m,a’)6; + 1,67

8) Travail des forces intérieures entre les instants t=0 et t =+

\ P y . . dE_(Z/R X
D'apres le théoreme de [I'énergie cinétique, on a: %:ﬁm, soit
dE_ (Z/R,) _dw,

a  dt
Dot (W,,) =E (Z/%O)(t:oo)—E‘(Z/%O)(tzO)zﬂ(I(ﬁIl+m1a2)—lllw12. En

e ’ 20141’ 2
. 0 ‘of ((1+A)I ; :
utilisant IO+m1a2:I—‘, il vient (W) = Mo - U+, —lllwf:M—lllwf, soit
A 7 2(1+4) A 2 2(1+A) 2

Loy}
W, -
( int )O—)oo 2(1+}\’)




