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CHAPITRE 1

POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

INTRODUCTION

Dans les neuf premiers paragraphes de ce chapitre, nous exposons la théorie
des polyndmes a4 une indéterminée A coefficients dans un corps commutatif.

Historiquement, on a d’abord appelé polyndmes les fonctions d’une
variable réelle de la forme

X0y + oy x + aox? + ...+ o x"

On s’est ensuite apergu que bien des propriétés des polyndmes sont formelles,
c’est-a-dire sont des propriétés des coefficients, et cette remarque a conduit
a définir les polyndmes comme suites de coefficients; c’est le point de vue
maintenant universellement adopté. Les trois premiers paragraphes sont
consacrés a la définition et aux propriétés élémentaires des polynomes et des
fractions rationnelles & une indéterminée, et des fonctions polynomiales
et rationnelles. Les résultats obtenus s’étendront aux polynOmes et aux fractions
rationnelles a plusieurs indéterminées a coefficients dans un anneau unitaire.

Le plan suivi dans les §§ 4 4 6 est calqué sur celui de ’étude de la divisibilité
dans I’anneau Z (cf. § 1.2.3). Dans le § 4, nous exposons la théorie des idéaux
de ’anneau des polyndmes. Les résultats sont spéciaux au cas des polynomes
a une seule indéterminée. C’est pourquoi nous consacrons le § 5 & la décompo-
sition en facteurs irréductibles, qui se généralise au cas des polyndmes et des
fractions rationnelles a plusieurs indéterminées a coefficients dans un corps.

Dans le § 7, nous appliquons les résultats précédents a la décomposition
des fractions rationnelles en parties principales. Dans cette étude, comme dans
celle de la décomposition en facteurs irréductibles, nous avons d’abord voulu
introduire la notion de partie principale, ou de valuation, d’une fraction
rationnelle relativement 4 un polynéme irréductible donné, et montrer ensuite
comment on peut reconstituer une fraction rationnelle a partir de ses parties

principales, ou de ses valuations, relativement aux différents polyndmes
irréductibles.

CHAMBADAL ET OVAERT. — Cours de mathématiques. Algébre II. 1



2 POLYNOMES A UNE INDETERMINEE [cHAP. 1]

Dans le § 7, nous exposons une théorie purement algébrique de la déri-
vation des polyndmes et des fractions rationnelles. Pour mettre en évidence
le lien entre cette théorie et les autres notions de dérivation (dérivation des
séries entiéres formelles, dérivation des fonctions d’une variable réelle ou
complexe), nous introduisons la notion de dérivation d’une algébre. C’est
dans le méme esprit qu’est construit le § 8, consacré a 1’étude locale des poly-
ndmes et des fractions rationnelles, et en particulier au développement limité
des fractions rationnelles et & la formule de Taylor. _

Dans le § 9, nous étudions les polyndmes et fractions rationnelles & coeffi-
cients dans un corps algébriquement clos, et nous démontrons le théoréme
fondamental de ’algébre (théoréme de D’Alembert-Gauss).

La théorie des classes résiduelles dans les anneaux de polynOmes, liée
de maniére trés étroite & la théorie des extensions de corps, sera exposée au
chapitre I1L.3.

Enfin, dans le dernier paragraphe, nous exposons la théorie des séries
entiéres formelles 3 une indéterminée a coefficients dans un corps commutatif.
L’utilité de cette notion apparait dans de trés nombreux domaines de I’analyse :
séries entiéres & une variable, fonctions transcendantes élémentaires, équations
différentielles; elle apparait aussi 3 travers les notions de fonctions d’une
variable entiére et de série génératrice, dans I’étude de problémes combina-
toires : équations aux différences finies, arithmétique additive. La théorie des
séries de Dirichlet formelles, commode pour ’arithmétique multiplicative,
est rejetée en exercice.




Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commutatif.

§ 1. POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

DEFINITION 1.1. — Algébre des polynémes a une indéterminée a coefficients
dans un corps. — Soient K un corps commutatif, K™ Pespace vectoriel des
suites d’éléments de K a support fini, c’est-a-dire dont les termes sont nuls a
partir d’un certain rang (cf. § 1.3.4), et (e,), N la base canonique de K™, On
considére la structure de K-algébre définie sur K™ par la table de multiplication

(1) €i-€; = €iyj

pour tout couple (i, j) d’entiers naturels.

Il résulte immédiatement de la formule (1) et de la proposition 1.3.38 que
cette algébre est associative et commutative, et qu’elle admet e, pour élément
unité. Cette algébre unitaire se note P(K).

Ainsi, tout élément P de cette algébre s’écrit d’une maniére et d’une seule
sous la forme
P = 2 %Cps

neN

ou, pour tout entier naturel n, a, est un scalaire; ce qu’on écrit encore

+ o
P = 2 ®,e,
n=0

Les scalaires o, s’appellent coefficients de P. Les éléments de P(K) s’appel-
lent polynémes a coefficients dans K, et I’algébre unitaire P(K) s’appelle algébre
des polynoémes a coefficients dans K.

Un polynéme dont tous les coefficients sauf au plus un sont nuls est appelé
mondme.

L’application qui a tout scalaire a associe le mondme ae, est un isomor-
phisme du corps K sur la sous-algébre unitaire Ke, de P(K). On identifiera
désormais K et Ke,. En particulier, e, sera noté 1, ot 1 désigne I’élément unité
du corps K.

Le mondme e, s’appelle indéterminée, et se note souvent X. Pour tout
entier naturel n,

(2) e, = X"



4 POLYNOMES A UNE INDETERMINEE [cHAP. 1]

L’algébre unitaire P(K) se note alors K[X]. C’est pourquoi I’algébre uni-
taire P(K) s’appelle encore algébre des polyndmes a une indéterminée a
coefficients dans K.

Avec ces notations, les mondmes 1, X, X2, ..., X", ... constituent la base

+ o0
canonique de I’espace vectoriel K[X]. Le produit du polynéme P = z o, X?

p=0
+

+ o0 e ]

et du polyndme Q = Z B, X% n’est autre que le polyndme Zy,,X ", ou, pour
q=0 n=0

tout entier naturel n,

" = z apﬁq=a0ﬂn+alﬂn—1 + ...+ apﬁn—p + ...+ OCnﬂO'

ptq=n

PROPOSITION 1.1. — Propriétés de 1’algébre des polyndomes. — Soir K[X]
Palgébre des polynomes a coefficients dans un corps K.

1. La sous-algébre unitaire de K[X)] engendrée par X n’est autre que K[X].

2. L’algébre K[X] posséde la propriété universelle suivante :

Pour toute K-algébre associative unitaire E et pour tout élément a de E, il
existe un morphisme f et un seul de 'algébre unitaire K[X) dans I’algébre uni-
taire E tel que

3 f(X)=a.
+ o

Alors, pour tout polynéme P= z o, X",
n=0
+

4) f(P) = Z a,a”.
n=0

L’assertion 1 est immédiate.

Assertion 2. — Unicité de f. — Puisque f est un morphisme d’algébres
unitaires, f(P) est nécessairement donné par la formule (4). L’unicité de f en
découle.

Existence de f. — L’application f définie par la formule (4) est visiblement
linéaire. Pour montrer que f est un morphisme d’algebres, il suffit donc de
prouver que, pour tout couple (p, g) d’entiers naturels,

f(XP X9 = f(X7)-f(X9),
ce qui est immédiat.

REMARQUE. — Nous étudierons plus en détail le morphisme f au chapi-
tre 1IL.3.
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Pour définir le degré et la valuation d’un polyndme, il est commode d’intro-
duire auparavant la notion suivante : étant donné I’ensemble totalement
ordonné N, nous noterons N I’ensemble totalement ordonné défini au § I.1.5,
en adjoignant & N deux éléments, notés + o et — co. Nous conviendrons de
plus que pour tout entier naturel n,

n+(+ o=+ 0+n=+ ©
n+(— ©)=— o +n=— o,
et que
+ 0 + © = + ©
— © — 00 = — 00,

Nous pouvons alors poser la

+ o0
DEFINITION 1.2. — Degré d’un polyndme. — Soit P = > a,X" un élément
n=0
de K[X].

— Si P est non nul, on appelle degré de P le plus grand des entiers n tels que «,
soit non nul.
— Si P est nul, on appelle degré de P I’élément — oo.

Le degré d’un polynéme P se note d° (P); c’est un élément de N, différent
de + oo.

Soient P

PROPOSITION 1.2. — Degré d’une somme, degré d’un produit.
et Q deux éléments de K[X], et o un élément de K*. Alors :

d° (P + Q) < sup [d°(P), d°(Q)],
avec égalité si d° (P) # d° (Q);
do (aP) = d°(P)
d°(PQ) = d°(P) + d°(Q).

La vérification est immédiate. Evidemment, les conventions concernant le
degré du polyndome nul ont été précisément choisies pour que les formules
précédentes soient vraies sans aucune restriction sur P et Q.

REMARQUE. — Si d° (P) = d° (Q), il se peut que d° (P + Q) soit strictement
inférieur a sup [d° (P), d° (Q)]. C’est le cas lorsque P = X2, et Q = X — X?,
par exemple.

+ o
DEFINITION 1.3. — Valuation d’un polyndme, — Soit P = > a,X" un élé-

n=0
ment de K[ X].

— Si P est non nul, on appelle valuation de P le plus petit des entiers n tels
que o, soit non nul.
— Si P est nul, on appelle valuation de P I’élément + .
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La valuation d’un polynéme P se note vy(P); c’est un élément de N, différent
de — oo,

PrOPOSITION 1.3. — Valuation d’une somme, valuation d’un produit. —
Soient P et Q deux éléments de K[X]), et o un élément de K*. Alors :

vo(P + Q) = inf [vy(P), vo(Q)],
avec égalité si vy(P) # vo(Q);

vo(aP) = vo(P)
vo(PQ) = vo(P) + vo(Q).

Voici une application simple de ces notions :

Pour tout entier naturel n, ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou
égal a n est un sous-espace vectoriel de K[ X]; de méme pour I’ensemble des poly-
nomes de valuation supérieure ou égale a n.

REMARQUE. — Il n’en est pas de méme pour I’ensemble des polyndmes de degré égal & n,
ou de valuation égale a n : en effet, X" et — X" sont de degré n, et de valuation n, tandis que
X" — X" = 0.

PROPOSITION 1.4. — Familles libres de polyndmes. — Soit (P;);; une famille
d’éléments non nuls de K[X). Si lapplication f (resp. g) de I dans N qui a tout
élément i de I associe d° (P;) (resp. vy(P;)) est injective, alors la famille (P;) ;. est
une famille libre de K[X].

Supposons en effet par ’absurde qu’il existe une relation linéaire non

triviale zaiPi = 0 entre les éléments de la famille (P));c;. L’ensemble J des
iel
éléments i de I tels que «; soit non nul est fini non vide.

Considérons le cas ol f est injective. Il existe alors un élément i, et un
seul de J tel que pour tout élément i de J différent de iy, d° (P;) < d° (P;);
il en résulte que d° ( ZociPi) = d°(P,,), ce qui contredit la relation > «,;P; = 0.

ieJ ieJ

Le cas ol g est injective se traite de méme.

COROLLAIRE 1. — Soit n un entier naturel. Toute suite (Py, Py, ..., P,) de
n + 1 éléments de K[X] tels que pour tout i € [0, n], d° (P;) = i, est une base de
Pespace vectoriel des éléments de K[X] de degré inférieur ou égal a n.

En effet, la famille (1, X, ..., X") est une base de cet espace vectoriel, qui
est donc de dimension n + 1. D’aprés la proposition précédente, la famille
(Py, Py, ..., P,) est libre. Comme elle posséde n» + 1 éléments, c’est une base
de ’espace vectoriel considéré (cf. cor. 4 du th. 1.3.4).

COROLLAIRE 2. — Soit (P;);c; une famille d’éléments non nuls de K[X]. Si
Papplication i +> d° (P;) de I dans N est surjective (resp. bijective), la famille
(P,);c est génératrice (tesp. est une base).
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I1 suffit de prouver que si cette application est surjective, tout monéme X™
appartient au sous-espace engendré par les polyndmes P;. Considérons pour
cela le sous-espace de K[X] constitué des polyndomes de degré inférieur ou égal
a n; il résulte aussitot du corollaire 1 que les polyndmes P; dont le degré est
inférieur ou égal & n forment une famille génératrice de cet espace vectoriel,
d’ou le résultat.

EXEMPLES.

1. Soit (%,) une suite d’éléments de K. Posons P, =(X— an)" ; alors les polynémes
Py=1,P,P, ..., P, ... forment une base de K[X].

] n?

n
2. Soit (Bn) une suite d’éléments de K. Posons Q, = I—I(X — Bp) ; alors les polyndmes
p=1
Q,=10,,0, ..., Q,, ... forment une base de K[X].

REMARQUE. — Le corollaire 2 n’est pas vrai dans le cas des valuations; cf. exercice 1.

Exercices conseillés : 2 a 8.

§ 2. FRACTIONS RATIONNELLES A UNE INDETERMINEE

ProrosiTION 1.5. — Intégrité de 1’anneau des polyndémes.

1. L’anneau K[X] des polynémes a une indéterminée X a coefficients dans K
est intégre.

2. Dans cet anneau, les seuls éléments inversibles sont les polynémes de
degré 0.

Assertion 1. — Nous savons déjd que K[X] est un anneau commutatif
unitaire. Il reste & montrer que si P et Q sont deux polyndmes non nuls, le
polyndme PQ est non nul. Cela résulte aussitot de ce que d°(P) =0
et d°(Q) = 0; d’ou d°(PQ) = d°(P) + d°(Q) = 0.

Assertion 2. — 11 est évident que les polyndmes de degré 0, c’est-a-dire les
scalaires non nuls, sont inversibles, puisque K est un corps. Réciproquement,

soit P un polyndme inversible; il existe un polyndme Q tel que PQ = 1. Donc
d°(P) + d°(Q) = 0, ce qui impose d°(P) = d°(Q) = 0.

Il en résulte que tout polyndme non nul est un élément régulier de I’anneau
K[X], et que I’ensemble K[X]*, constitué des polyndmes non nuls, est stable
pour la multiplication.

Rappelons que, conformément aux définitions du § 1.2.2, un polyndme A
divise un polyndme B §’il existe un polyndéme Q tel que B = 4AQ, ce qu’on
note A4 | B. Nous savons qu’on introduit ainsi une relation binaire dans K[X],
réflexive et transitive, et que si un polyndme A divise les polyndmes

B, B,, ..., B,, alors A divise le polyndme zPiBi, quels que soient les
i=1
polyndémes P,, P,, ..., P
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Considérons enfin deux polyndmes non nuls 4 et B, et cherchons une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que A divise B et B divise A. Nous savons
(cf. prop. 1.2.23) que cette relation équivaut a 1’existence d’un élément inver-
sible Q de K[X]tel que A = QB, c’est-a-dire, d’aprés la proposition 1.5, a I’exis-
tence d’un scalaire non nul ¢ tel que 4 = ¢B.

Pour éviter ces facteurs scalaires, on introduit la notion de polyndome
unitaire :

DEFINITION 1.4. — Polynémes unitaires. — On appelle coefficient dominant
d’un élément non nul P de K[X] le coefficient de son monéme de plus haut degré.

On dit qu’un polynéme P est unitaire si'P est non nul, et si son coefficient domi-
nant est égal a 1.

PROPOSITION 1.6. — Propriétés des polyndmes unitaires.

1. Tout polynéme P non nul s’écrit d’une maniére et d’une seule sous la
forme P = aP,, ou o est un scalaire non nul, et ou P, est un polynéme unitaire;
le polynéme P, s’appelle polynéme unitaire associé a P.

2. Soient P et Q deux polynémes non nuls, ayant P, et Q, pour polynémes
unitaires associés ; alors la relation P | Q est équivalente a la relation P, | Q.

3. Dans I’ensemble des polyndmes unitaires, la relation de divisibilité est
une relation d’ordre.

4. Soient P et Q deux polynémes non nuls; alors le coefficient dominant
de PQ est égal au produit des coefficients dominants de P et de Q, et le poly-
néme unitaire associé a PQ est le produit des polynémes unitaires associés a P
et a Q. En particulier, I’ensemble des polynémes unitaires est stable pour la multi-
plication.

Nous avons vu (cf. prop. 1.5) que ’anneau des polynémes a une indéterminée
a coefficients dans un corps K est un anneau intégre, et n’est pas un corps.
Nous allons donc appliquer le théoréme d’existence du corps des quotients
(cf. th.1.2.7), qui nous a déja permis de construire le corps Q des nombres ration-
nels & partir de I’anneau Z des entiers rationnels. Nous obtenons ainsi le

THEOREME 1.1. — Corps des fractions rationnelles. — Soit K[X] ’anneau
des polynomes a coefficients dans K. Il existe un corps commutatif, appelé corps
des fractions rationnelles a coefficients dans K et noté K(X), possédant les proprié-
tés suivantes :

a) L’anneau K[X] est un sous-anneau unitaire du corps K(X).

b) Le corps K(X) est engendré par I’anneau K[X], c’est-a-dire que tout élé-
ment R de K(X) peut s’écrire sous la forme R = PQ™', ou P et Q sont des
polynomes, Q étant non nul.

Deux tels corps sont isomorphes.

Comme pour les nombres rationnels, nous noterons aussi les fractions ration-

P : . .- (. .
nelles par le symbole R = 0’ ce qui ne présente pas d’inconvénient, puisque

la multiplication est commutative.
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Voici maintenant quelques définitions et propriétés des polyndmes qui
s’étendent aisément aux fractions rationnelles :

L’application de K x K(X) dans K(X) qui associe au couple («, R) la frac-
tion rationnelle aR (o étant considéré comme un polyndme) permet de munir
K(X) d’une structure d’algébre sur le corps K. En particulier, les fractions ration-
nelles forment un espace vectoriel sur K, et nous pourrons donc parler de frac-
tions rationnelles linéairement indépendantes, de bases dans I’espace des frac-
tions rationnelles, etc.

Pour définir le degré et la valuation d’une fraction rationnelle, on introduit
’ensemble totalement ordonné Z défini au § I.1.5, obtenu en adjoignant & Z
les éléments + o et — oo. Nous conviendrons de plus que pour tout entier
rationnel, n,

n+(+ ©)=+ o +n=+ ©

n+(— o®=— o +n=— oo,
et que
— © — 0 = — 0,

Nous pouvons alors énoncer la

PROPOSITION 1.7. — Degré d’une fraction rationnelle.

1. Il existe une application et une seule, appelée degré, notée d°, de K(X) dans
Z U { — o}, prolongeant I'application P +» d° (P) de K[X]dans NU { — « },
et possédant la propriété suivante :

Pour tout couple (R, R') d’éléments de K(X),
M d° (RR’) = d°(R) + d°(R’).

2. Si une fraction rationnelle R est écrite sous la forme R =
et ou Q € K[X]*,
) d°(R) = d°(P) — d°(Q).

,ouPeK[X]

Ql ™

3. Enfin, si R et R’ sont deux éléments de K(X),
d°(R + R’) < sup [d°(R), d° (R)],
avec égalité si d° (R) # d° (R').

Supposons d’abord qu’une telle application existe, et considérons une

. . P . .
fraction rationnelle R = =, ou PeK[X], et Q €K[X]* : il résulte aussitot

Q
de la formule (1) que le degré de R est nécessairement donné par la formule (2),
ce qui prouve ’unicité de I’application degré.
Pour voir son existence, nous définissons le degré d’une fraction ration-
nelle R par la formule (2), ce qui est licite, car le nombre d° (P) — d° (Q) ne
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!

dépend que de R: écrivons R sous laforme R = 57, ouP’' eK[X], et Q' eK[X]*;

la relation PQ’' = P’Q implique la suivante :
d°(P) — d°(Q) = d°(P’) — d°(Q).
Les propriétés du degré d’une fraction rationnelle s’établissent alors aisé-
ment.

REMARQUE. — Nous définirons la valuation d’une fraction rationnelle
au § 3.

§ 3. FONCTIONS POLYNOMIALES ET RATIONNELLES

Jusqu’a présent, nous avons développé la théorie des polyndmes considérés
comme suites de coefficients; nous faisons maintenant le lien avec le point de

vue classique des fonctions polynomiales.

DEFINITION 1.5. — Substitutions dans un polyndme. — Soient K[X] l’algébre
des polynémes a une indéterminée a coefficients dans K, E une K-algébre asso-
ciative unitaire, et a un élément de E. On sait (cf. prop. 1) qu’il existe un mor-
phisme &, et un seul de I’algébre unitaire K[X] dans Ialgébre unitaire E tel que
3(X) = a. Soit P un élément de K[X], écrit sous la forme

+
P= >aX";
n=0

alors
+ o0
0,P) = z o,a".
n=0

C’est pourquoi on dit que I’élément 0,(P) est obtenu en substituant I’élément a
de E a indéterminée X dans le polynéme P.

DErFINITION 1.6. — Fonctions polynomiales. — Soit E une K-algébre asso-
+ o0

ciative unitaire. Etant donné un élément P = Z o, X" de K[ X], on note P Iappli-
n=0

+ o0
cation de E dans E qui a tout élément a de E associe I’élément §,(P) = Z o,a".
n=0

Soit maintenant B une partie de E. On dit qu’une application f de B dans E
est une fonction polynomiale s’il existe un élément P de K[X] tel que, pour tout
élément a de B, f(a) = P(a).

Etant donné un élément P de K[X), la fonction P s’appelle fonction poly-
nomiale sur E associée a P; pour tout élément a de E, I’élément I~’(a), valeur au
point a de la fonction polynomiale P, s’appelle encore valeur de Pena.
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REMARQUE. — Si E = K, et si le polynome P est de la forme P = a, ou

« € K, la fonction polynomiale P associée a P est la fonction constante o; c’est
pourquoi les polyndomes de cette forme sont appelés polynémes constants.

PrOPOSITION 1.8. — Propriétés des substitutions dans les polynémes. — Soit
E une K-algébre associative unitaire. Alors Iapplication de K[X] dans I’algébre
F(E) des applications de E dans E qui a tout polynéme P associe la fonction poly-

nomiale P est un morphisme d’algébres unitaires.

EXEMPLES.

1. On prend pour E le corps K lui-méme. Lorsque K = R, la notion de
fonction polynomiale sur R définie dans ce paragraphe coincide avec celle qui
a été introduite au § 1.4.9.

2. Plus généralement, on peut prendre pour E un corps K’ contenant K
comme sous-corps. Le cas ol K’ = C et K = R est fréquent dans les applica-
tions.

3. On prend pour E P’algébre £(F) des endomorphismes d’un espace vecto-
riel F sur K, ou encore I’algebre M, (K) des matrices carrées d’ordre n a élé-
ments dans K.

4. Composé de deux polynémes., — On prend pour E P’algébre K[X] elle-
méme. Etant donné un élément Q de K[X], il existe un endomorphisme et un
seul de l’algebre unitaire K[X] transformant X en Q; cet endomorphisme

+ o0
s’obtient en associant a tout élément P = Za,,X " de K[X] le polynome
- + 00 n=0
P(Q) = zoc,,Q". Ce dernier polynome est donc obtenu en substituant Q
n=0

a X dans P; il est encore appelé composé du polyndme Q et du polyndme P,
et noté Po Q.

Ainsi, ’application P> Po Q est un endomorphisme de l’algébre uni-
taire K[X].

La notation Po Q est suggérée par la

PROPOSITION 1.9. — Propriétés de la composition des polyndmes. — Pour
toute K-algebre associative unitaire E, la fonction polynomiale sur E associée au
composé Po Q de deux polynémes P et Q n’est autre que I’application compo-
sée Po Q.

Autrement dit, pour tout élément a de E,

1) P+ 0)a) = P[Q(a)].

En effet, d’une part ’application P > }N’[é(a)] est un morphisme d’algébres
unitaires. D’autre part, ’application P> Po Q est un morphisme d’algébres

unitaires; il en est donc de méme de ’application P > (Igo\é)(a). Par suite, il
suffit de prouver la relation (1) lorsque P = X, ce qui est trivial.
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COROLLAIRE. — Associativité de la composition des polynémes. — Pour
tout triplet (P, Q, R) d’éléments de K[X],

(PoQ)o R =Po(QR).

Il suffit d’appliquer la proposition au cas ou E = K[X] et ol a = R.

REMARQUE 1. — Soient P, Q et Q’ trois éléments de K[X]; on se gardera de croire que
Po(Q+ Q@)=Po Q+ Po Q. (On examinera par exemple le cas ol le polyndme P est

constant.)

REMARQUE 2. — Pour obtenir le polyndme composé Po Q, on peut utiliser le procédé

mnémotechnique suivant : on écrit le polyndme P en notant Y I’indéterminée, c’est-3-dire en
+00

posant Y = e, ; ainsi P s’écrit sous la forme P = zan Y". On remplace ensuite ¥ par Q dans
n=0

cette expression. C’est pourquoi faire la substitution de Q 3 X dans P s’appelle encore faire

le changement de variable Y = Q(X).

Le polyndme Po Q se note encore P(Q). En particulier, lorsque Q = X,
+ o0

P(Q) = ) @ X" = P; ainsi, P(X) = P.

n=0
v
EXEMPLE. — Polyndmes pairs, polyndmes impairs. — Soit P un polyndme. On note P le

v v
polyndme composé P(— X). On dit que P est pair si P = P, impair si P = — P.

Si K est de caractéristique différente de 2, les polyndmes pairs et les polyndmes impairs
constituent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans K[X]. Pour que P soit pair
(resp. impair), il faut et il suffit que tous ses coefficients d’indice impair (resp. pair) soient

nuls.

Dans la suite de ce paragraphe, nous prendrons pour 1’algébre E le corps K
lui-méme.

DEFINITION 1.7. — Racines d’un polynome, On dit qu’un scalaire o est
une racine d’un élément P de K[X] si la valeur de P au point o est égale a 0,

c’est-a-dire si i’(a) = 0.

ProroSITION 1.10. — Caractérisation des racines d’un polynéme. Pour
qu’un scalaire o soit racine d’un élément P de K[X), il faut et il suffit que P soit
divisible par X — o.

Cette condition est évidemment suffisante. Pour montrer qu’elle est néces-
saire, nous allons prouver que pour tout polyndme P, X — « divise P — I;(oc).
Par linéarité, nous nous ramenons aussitdt a prouver que X — o divise X" — «"
pour tout entier n strictement positif, ce qui est une conséquence de la propo-
sition 1.2.34.

Soient maintenant P un polyndme non nul, et o un scalaire. L’ensemble
des entiers naturels m tels que (X — a)™ divise P contient 0, et est majoré par
le degré de P. (On rappelle que, par convention, (X — «)° = 1.) Cet ensemble
possede donc un plus grand élément.
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DEFINITION 1.8. — Valuation d’un polyndme en un point.
élément de K[X), et o un scalaire.

Soient P un

— Si P est non nul, on appelle valuation de P au point « le plus grand des
entiers m tels que (X — o)™ divise P.

— Si P est nul, on appelle valuation de P au point a Iélément + oo.

La valuation d’un polynéme P au point o se note v,(P).

Cette notation est licite, car lorsque « = 0, l1a notion de valuation au point «
coincide avec la notion de valuation donnée dans la définition 1.3.

PrROPOSITION 1.11. — Propriétés de la valuation en un point.

1. Soit P un polynéme non nul; pour que v (P) soit égal a un entier naturel m,
il faut et il suffit qu’il existe un polynome Q tel que

P=(X—-a)"Q e Q) #0.

2. Soient P et Q deux éléments de K[X], et B un élément de K*. Alors, pour
tout point o de K :

v(P + Q) = inf [1,(P), v(Q)],
avec égalité si v(P) # v(Q);

va(ﬁP) = UG(P)’ va(PQ) = G(P) + va( Q)’
v (X =P =0 si B+#a, et v (X — o) = 1.

Assertion 1. — 11 est immédiat que v, (P) est égal & m si et seulement s’il
existe un polyndme Q non divisible par X — «, et tel que P = (X — «)"Q.
L’assertion 1 résulte alors de la proposition 1.10.

Assertion 2. — Posons p = v,(P) et q¢ = v,(Q). Ecartons le cas trivial ou
I’un des deux polyndmes P et Q est nul : il existe alors deux polyndmes P, et Q,
tels que

P = (X — o)°P,, et Py(0) #0
Q=(X-a'Q, e 04)#0.
L’assertion en découle aisément; calculons par exemple v,(PQ) :
PO =(X—a)Pf™MR, ou R=P0Q,.
Comme K est integre, 72(0:) = ﬁl(a)él(a) # 0. Donc v(PQ) = p + q.

DEFINITION 1.9. — Ordre de multiplicité d’une racine, — Soit P un poly-
nome non nul. Lorsqu’un scalaire o est racine de P, I’entier v (P) s’appelle encore
ordre de multiplicité de la racine a. Une racine o de P dont lordre de multiplicité
est égal a un entier m est appelée plus simplement racine d’ordre m du polynéme P.

Une racine o de P d’ordre 1 est dite simple. Une racine o.de P d’ordre siricte-
ment supérieur @ 1 est dite multiple. Enfin, une racine a de P d’ordre 2 (resp.
3, 4, etc.) est dite double (resp. triple, quadruple, etc.).
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Avec cette nouvelle terminologie, I’assertion 1 de la proposition 1.11 peut
encore s’énoncer : pour qu’une racine o d’un polyndme P soit d’ordre m, il
faut et il suffit qu’il existe un polynéme Q tel que

P=(X—-o"0, e Q) #0.
Ce qui peut se généraliser de la fagon suivante :

THEOREME 1.2. — Divisibilité par un produit de facteurs du premier degré.
Soient P un polynéme non nul, et (aq, ®,, ..., a,) une suite de r éléments de K
distincts deux a deux. Si, pour tout i€ [1, rl, le scalaire a; est racine d’ordre n;

de P, alors P est divisible par le polynome Q = H(X — o;)". De maniére plus
i=1

précise, il existe un polynome R et un seul tel que P = QR; alors, pour tout entier
ie[l,r], R(x;) # 0.

r
En particulier, si le nombre Z n; est égal au degré de P, il existe un scalaire

i=1
non nul B et un seul tel que P = BQ.

L’unicité du polyndme R est immédiate, puisque ’anneau K[X] est intégre.
Nous allons démontrer 1’existence de R par récurrence sur I’entier r. Lorsque

r = 1, nous venons de I’établir. Soit donc r un entier > 1; supposons qu’il
r—1

existe un polynéme R’ tel que P = Q'R’, ot Q' = [ [(X — a)™, et que, pour
i=1

tout ie[l,r — 1], INQ’(ozi) # 0. Comme o, est distinct de a; pour tout i < r,
v, (P) = 1,(Q) + 1, (R) = v, (R).

Donc o, est racine d’ordre n, de R’; il en découle qu’il existe un polynéme R
tel que R = (X — a,)"R, et que R(x,) # 0. Ce polyndme R convient visible-
ment.

Nous en déduisons immédiatement le résultat fondamental suivant :

THEOREME 1.3. — Propriétés de ’ensemble des racines d’un polynéme.
Soit P un polynome a coefficients dans K. S’il existe r scalaires a,, o5, ..., 0,

r
distincts deux a deux tels que Z v, (P) > d° (P), alors P est nul.
i=1
Autrement dit : si P est un polynéme non nul, de degré inférieur ou égal an,
ot n € N, P’ensemble de ses racines est fini, et la somme des ordres de multiplicité
de ces racines est inférieure ou égale a n.

COROLLAIRE 1.

Soit P un polynéme a coefficients dans K. Si P est de degré n > 0, P a au
plus n racines.
En particulier, tout polynome dont I’ensemble des racines est infini est nul.
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COROLLAIRE 2. — Lien entre polynémes et fonctions polynomiales.

1. Soient P et Q deux polyndémes a coefficients dans K, de degré inférieur a n,
ou neN. S’il existe n + 1 scalaires oy, ®,, ..., o, distincts deux a deux
tels que, pour tout entier i € [1, n + 1], ﬁ(ai) = Q(oci), alors P = Q.

2. Soient K un corps infini, B une partie infinie de K, f et g deux fonctions
polynomiales sur K. Si, pour tout élément B de B, f(f) = g(PB), alorsf = g.

Assertion 1. — 11 suffit d’appliquer le corollaire 1 au polynéme P — Q.
L’assertion 2 s’en déduit aussitot.

COROLLAIRE 3. — Injectivité de ’application P> P.
— Si le corps K est infini, le morphisme de I’algébre unitaire K[X] dans

Palgébre unitaire F(K) qui associe au polynéme P la fonction polynomiale P
est injectif. C’est en particulier le cas lorsque le corps K est de caractéristique 0.

— Si le corps K est fini, et si lon désigne par a,, a,, ..., o, ses éléments,
alors le noyau du morphisme précédent est I’idéal de K[ X] engendré par le poly-

p
néome N = I_[(X — ;).
i=1
Soit en effet P un élément du noyau de ce morphisme. Cela revient a dire
que tout élément de K est racine du polyndme P.

— Si K est infini, le corollaire 1 montre aussitdt que P est nul.

— Si K est fini, le théoréme 1.2 montre que P est divisible par N, c’est-a-dire
qu’il appartient a 1’idéal engendré par N. Réciproquement, il est immédiat
que tout polyndome appartenant a cet idéal est dans le noyau du mor-

phisme P - P.

ExeMpPLE. — Prenons pour K lecorps Z/pZ des entiers modulo un nombre premier p. Alors
les polyndmes P & coefficients dans K tels que P = 0 sont les multiples du polyndme
N=XX—-1...(X—p+1).

REMARQUE 1. — L’étude des fonctions polynomiales sur les corps finis est esquissée dans
I’exercice 10.

REMARQUE 2. — Lorsque le corps K est infini, le corollaire 3 montre qu’on peut identifier
sans inconvénient un polyndme P a la fonction polynomiale P qu’il définit sur K. La valeur
F(a) de P en un point « de K sera désormais notée P(x).

Lorsque aucune erreur n’est & craindre, nous emploierons cette notation méme quand le
corps K est fini.

REMARQUE 3. — Le polyndme a coefficients réels X2 + 1 n’admet pas de racine. Or le
polyndme A coefficients complexes X2 + 1 admet deux racines, 3 savoir i et — i. On voit
apparaitre sur cet exemple I’intérét de la définition suivante :

DErFINITION 1.10. — Extension du corps des scalaires. — Soient K un corps
commutatif, et K' un corps commutatif contenant K comme sous-corps. Tout
élément de K[X] est un élément de K'[X]; I’algébre K[X] est une sous-algébre
unitaire de la K-algébre unitaire K'[ X].
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Soit alors P un polynéme a coefficients dans K. On dit qu’un élément a de K’
est une racine de P dans K' si c’est une racine de P, considéré comme polynome
a coefficients dans K'.

+ o0 + 0
SiP = z o, X", cela signifie donc que 2 a,a" = 0, c’est-a-dire que P(a) = 0,
n=0 n=0

ou P désigne la fonction polynomiale sur K' associée a P.

De plus, il résulte aussitot de la proposition 1.11 que pour tout élément o
de K, et pour tout élément P de K[X], la valuation de P au point o ne change
pas lorsqu’on passe de K a K’. Ainsi, toute racine « d’ordre » de P dans K est
encore racine de P dans K’ au méme ordre n.

En particulier, I’ensemble & des racines de P dans K est contenu dans
I’ensemble & des racines de P dans K’; cette inclusion peut fort bien étre stricte,
comme le montre I’exemple considéré ci-dessus. Voici cependant un cas ou
ce phénoméne ne se produit pas :

DEFINITION 1.11. — Polynémes scindés sur K. — On dit qu’un polynéme P
a coefficients dans K est scindé sur K si P = 0, ou, dans le cas contraire, si

> v(P) = d°(P).

aeK

Si P n’est pas constant, cela revient a dire qu’en désignant par a4, a,, ..., a, les

racines de P dans K, par ny, n,, ..., n, leurs ordres de multiplicité, et par B le
coefficient dominant de P,

P=pL X - 2
i=1

Si P est un polyndéme scindé sur K, alors, pour tout corps X’ contenant K comme sous-corps,
les seules racines de P dans K’ sont les racines de P dans K. Nous verrons (cf. chapitre II1.3)
que, pour tout élément P de K[X], il existe un corps K’ contenant K comme sous-corps, tel
que P soit scindé sur K’. C’est pourquoi, par abus de langage, un polyndme scindé sur K est
dit aussi avoir toutes ses racines dans K.

Abordons enfin I’étude des fonctions rationnelles.

DEFINITION 1.12. — Eléments substituables dans une fraction rationnelle, —
Soient K(X) le corps des fractions rationnelles a une indéterminée X & coeffi-
cients dans un corps K, et E une K-algébre associative unitaire. Un élément a
de E est dit substituable dans une fraction rationnelle R € K(X) s’il existe un

‘P ~
élément (P, Q) de K[X] x K[X]* tel que R = 0’ et que Q(a) soit un élément

inversible dans E.

Soit a un élément de E substituable dans une fraction rationnelle R; consi-

dérons deux éléments (P, Q) et (P’, Q') de K[X] x K[X]* tels que R = g= g-,

et que é(a) et Q’(a) soient inversibles dans E. Il est alors immédiat
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que P(a)-[0(@)]" ! = P'(a)-[Q'(@)]" . Cet élément de E ne dépend donc que
de R; on Iappelle valeur de R au point a.

DFEFINITION 1.13. — Fonctions rationnelles. — Soit E une K-algébre associa-

tive unitaire. Etant donné un élément R de K(X), on note R I'application qui a
tout élément a de E substituable dans R associe la valeur de R au point a.

Soit maintenant B une partie de E. On dit qu’une application f de B dans E

est une fonction rationnelle s’il existe un élément R de K(X) satisfaisant aux
conditions suivantes :

a) tout élément de B est substituable dans R,
b) pour tout élément a de B, f(a) = R(a).

Etant donné un élément R de K(X), I'application R s’appelle fonction ration-
nelle associée a R.

EXEMPLES

1. Fonctions rationnelles sur K. Lorsque E = K, une condition néces-
saire et suffisante pour qu’un élément « de K soit substituable dans un él¢-
ment R de K(X) est qu’il existe un élément (P, Q) de K[X] x K[X]* tel que

P ~ .
R = Eet que Q(«) soit non nul. L’ensemble des éléments de K non substitua-

bles dans R est donc fini (cf. th. 1.3).

Dans le présent cas, on peut d’ailleurs prolonger la fonction rationnelle R associée a R
de la maniére suivante :

On introduit I’ensemble P,(K) obtenu en adjoignant & K un élément, noté 0. (Nous verrons
au chapitre I11.2 que P,(K) n’est autre que la droite projective construite sur X, I’élément oo
s’appelant alors point a I'infini.) Lorsqu’un élément « de K n’est pas substituable dans R,
on dit que la valeur de R au point « est c0. On prolonge donc la fonction rationnelle asso-

ciée 3 R aux éléments « de K non substituables dans R en posant E(a) = 0. Enfin, on pro-

longe cette derniére fonction en une application de P,(K) dans P,(K) en définissant I~€(oo) de
la maniére suivante :

—si d°%(R) < 0, on pose ﬁ(oo) = 0;
— si d°(R) > 0, on pose ﬁ(w) = o0;
—si d°%(R) = 0, on écrit R sous la forme
R 0, XP + o, XPTM 4 ..+ ey
B,X? + B, X7+ ... + B,

~ o
ou %, # 0 et Bp # 0, et on pose R(o0) = 2, (On vérifie aisément que ce scalaire ne dépend

By
que de R.)

Il est immédiat que I’application R > R(0) est un morphisme de I’algébre des fractions
rationnelles de degré négatif ou nul dans K.

L’intérét de ces considérations apparait dans les exercices 17 et 18.

2. Lorsque K = R, la notion de fonction rationnelle définie dans ce paragraphe coincide
avec celle qui a été introduite au § 1.4.9.
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3. Composée de deux fractions rationnelles. — On prend pour E I’algébre K(X) elle-méme.
Soit S un élément de K(X) substituable dans un élément R de K(X); la fraction rationnelle
obtenue en substituant S a I’indéterminée X dans R s’appelle composée de S et de R, et se
note R o S, ou encore R(S). En particulier, R(X) = R.

Soient maintenant S un élément de K(X), E une K-algébre associative unitaire, et ¢ un
élément de E substituable dans S. En écrivant S sous la forme d’un quotient de deux poly-
ndmes, on voit aussitdt que, pour tout élément P de K[X], a est substituable dans P o S, et que

® (P o 5)(@) = PiS(a).

Soient ensuite R et S deux éléments de K(X), E une K-algébre associative unitaire, et ¢ un
élément de E. En écrivant R sous la forme d’un quotient de polyndmes, et en utilisant la

relation (1), on voit que si @ est substituable dans S, et si .§(a) est substituable dans R, alors S
est substituable dans R, a est substituable dans Ro S, et

— ~ o~
@ (R o S)(a) = R[S(a)].
En appliquant enfin ce dernier résultat au cas ou E = K(X), et ol a est un élément T
de K(X), on obtient I’associativité de la composition des fractions rationnelles.
On prouvera au § 6 que toute fraction rationnelle non constante est substituable dans toute
fraction rationnelle. A ce sujet, on pourra aussi consulter 1’exercice 12.
ExempLE. — Fractions rationnelles paires, fractions rationnelles impaires. — Soit R une
. . v
fraction rationnelle. Le polyndme — X est évidemment substituable dans R. On note R

v y

la fraction rationnelle composée R(— X).On dit que R est pairesi R = R, impairesi R =— R.
Si K est de caractéristique différente de 2, les fractions rationnelles paires et les fractions
rationnelles impaires constituent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans K(X).

Nous pouvons maintenant définir 1a notion de valuation en un point d’une
fraction rationnelle, grace a la

PrOPOSITION 1.12. — Valuation d’une fraction rationnelle en un point.
Soient R une fraction rationnelle non nulle @ coefficients dans K et o un élé-
ment de K. Il existe alors un couple (n, S), ot n est un entier rationnel, et oii S
est un élément de K(X), satisfaisant aux conditions suivantes :

a) R=(X — «)'S;

b) I’élément o est substituable dans S, et §(oc) # 0.
Un tel couple est unique. L’entier rationnel n s’appelle valuation de R au

point o, et se note v,(R). On convient de poser v,(0) = + .

Unicite. Soit (n’, S") un autre couple satisfaisant aux conditions de
I’énoncé. Lorsque n = n’, il est immédiat que S = §’, puisque K(X) est intégre.
Supposons par I’absurde que n # n’; soit par exemple n > n’. La relation
(X — 0)"S = (X — a)*'S’ peut s’écrire (X — )"~™'S = S’. En substituant 3 X
le scalaire «, nous obtenons la relation §'(oc) = 0, d’ou la contradiction.

Ecrivons R sous la forme R = £, ou P et Q sont deux poly-

Y

némes non nuls. D’aprés la proposition 11, il existe des polynomes P; et Q,
et des entiers naturels p et g tels que

P=(X—-o)fP;, P@#0 et Q=X—a)'Q;, 04«)+#0.

Existence.
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Le couple ( P—q, %) convient visiblement.
1

REMARQUE 1. — L’assertion 1 de la proposition 1.11 montre que si R est un polyndme, la
notion de valuation introduite ci-dessus coincide avec celle de valuation des polyndmes.

REMARQUE 2. — A titre d’exercice, on pourra étendre aux fractions rationnelles les pro-
priétés des valuations des polyndmes énoncées dans 1’assertion 2 de la proposition 1.11.

DEFINITION 1.14. — Pdles et zéros d’une fraction rationnelle.
un élément de K(X), et o un scalaire.

On dit que o est un pole de R si v (R) < 0; cela revient a dire que o n’est pas
substituable dans R. L’entier strictement positif — v, (R) s’appelle alors ordre
de multiplicité du pole a. Un péle d’ordre 1 est dit simple, un péle d’ordre stric-
tement supérieur a 1 est dit multiple.

On dit que a est un zéro de R si v(R) > 0; si R est un polynéme, la notion
de zéro coincide avec celle de racine. Lorsque R # 0, Ientier strictement positif
v(R) s’appelle ordre de multiplicité du zéro o. Un zéro d’ordre 1 est dit simple,
un zéro d’ordre strictement supérieur a 1 est dit multiple.

Soient R

ProOPOSITION 1.13. — Lien entre fractions rationnelles et fonctions ration-
nelles. — Soient K un corps infini et B une partie infinie de K.

1. Soient R et R’ deux éléments de K(X). Si, pour tout élément o de B sub-
stituable a la fois dans R et dans R', R(¢) = R'(«), alors R = R'.

2. Soient f et g deux fonctions rationnelles sur K définies sur une méme
partie de K contenant B. Si, pour tout élément B de B, f(B) = g(B), alors f = g.

Assertion 1. — Ecrivons R et R’ sous la forme R = £, R = Ll ou P

Q Q'
et P’ sont des €éléments de K[X], O et Q' des éléments non nuls de K[X]. Dési-
gnons par By (resp. B;) I’ensemble des racines de Q (resp. de Q’). Nous savons
(cf. th. 1.3) que B, et B) sont finis. Il en résulte que B’ = B — (B, U By) est
infini. Tout élément o de B’ est substituable a la fois dans R et dans R’, et
M@ k=22
/() Q'(v)

11 s’ensuit que le polyndme PQ’ — QP' prend la valeur 0 en tout point de B’;
ce polynéme est donc nul (cf. cor. 2 du th. 1.3),et R = R..

R(e) = , R = R().

L’assertion 2 s’en déduit aussitot.
COROLLAIRE. — Soit K un corps infini. Si les fonctions rationnelles sur K

associées a deux éléments R et R’ de K(X) prennent méme valeur en tout point
de K ou: elles sont toutes deux définies, alors R = R'.

Exercices conseillés : 9 a 18.
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§ 4. DIVISION EUCLIDIENNE. IDEAUX DE POLYNOMES

Pour P’étude de la relation de divisibilité dans ’anneau K[X], nous éta-
blirons d’abord le théoréme fondamental suivant :

THEOREME 1. 4. — Division euclidienne des polyndémes. — Soit K[X] I’anneau
des polynémes d une indéterminée dans K. Etant donnés deux éléments A et B
de K[X], le polynéme B étant supposé unitaire, il existe un couple (Q, R) et un
seul d’éléments de K[X] tel que

A=BQ+R et do(R) < do(B).

Unicité. — Soit (Q’, R’) un second couple d’éléments de K[X] tel que
A = BQ + R et d°(R) < d°(B). 1l en résulte que B(Q — Q') = R' — R,;
d’ou la relation :

(1) d°(R — R)=d°(B) + d°(Q' — O).
Nous savons d’autre part que d° (R’ — R) < sup [d° (R), d° (R’)]; donc :
2 d° (R’ — R) < d°(B).
Des relations (1) et (2) nous déduisons que
d° (B) + d°(Q — Q') < d°(B).

Comme B n’est pas nul, cette derniére relation entraine Q = Q’, et enfin
R = R.

Existence. — La démonstration s’effectue par récurrence sur le degré de A4;
elle fournit une méthode pratique d’obtention de Q et de R.

Lorsque d° (A) < d° (B), le couple (0, 4) convient visiblement. Supposons
I’existence du couple (Q, R) établie pour tous les polyndomes de degré stricte-
ment inférieur a n, ol n est un entier supérieur ou égal & d° (B), et considérons
un polynéme A de degré n. Ecrivons 4 et B sous la forme suivante :

A=, X"+ o, X" '+ ... +a, ou a#0,
B= X+ 8,..X*"'+ ... + B

Comme n > p, nous pouvons introduire le polyndme 4; = 4 — o, X" ?B.
Ce polyndme est de degré strictement inférieur & n. Nous pouvons donc lui
appliquer I’hypothese de récurrence : il existe un couple (@, R,) d’éléments
de K[X] tel que

Al = BQI + R1 et dO (Rl) < dO (B).

Il en résulte que 4 = B(Q, + o,X""?) + R,; le couple (Q; + o, X" 7, R))
convient donc.
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COROLLAIRE 1. — Soient A et B deux éléments de K[X], le polynéme B étant
supposé non nul. Il existe alors un couple unique (Q, R) d’éléments de K[X] tel
que

(1) A=BO+ R et do(R) < do(B)

Les polynémes Q et R s’appellent respectivement quotient et reste de la division
euclidienne de A par B.

En effet, le polyndme B peut s’écrire d’une maniére et d’une seule sous la
forme B = BBy, ou f € K* et ol B, est un polyndme unitaire.

La relation (1) est équivalente a la suivante :

B 1Ad=B,0+B 'R et do(B 'R) <d°(B)).

L’existence et I’unicité du couple (Q, R) en découlent.

REMARQUE. — La pratique de la division s’en déduit :

— On ordonne les polyndmes A4 et B suivant les puissances décroissantes, on place A
au dividende, en laissant des vides pour les degrés manquants, et on place B au diviseur.

o
— Le premier terme du quotient est Ef X"7P,
P

o
— On écrit le polyndme — X" P B en dessous du polyndme A, et on le retranche de 4; on

?
obtient ainsi 4,.

— On répete ces opérations jusqu’a obtention au dividende d’un polynéme de degré
strictement inférieur au degré de B; ce polynOme est le reste R, tandis que Q est écrit 4 I’empla-
cement traditionnel du quotient.

ExempLE. — Division euclidienne de 4 = X4+ 1 par B= X?+ X + 1.

X +1| X+ X+1
X'+ X° + X* X:— X
—X*—xt 1
Xt - Xt - X
X +1

Le quotient Q est donc X2— X, et le reste R est X 4 1.

COROLLAIRE 2. — Divisibilité et extension du corps des scalaires. — Soient K
un sous-corps d’un corps commutatif K’y A et B deux polynémes non nuls, a
coefficients dans K. Pour que B divise A dans K[ X, il faut et il suffit que B divise A
dans K'[ X].

Il est évident que cette condition est nécessaire. Réciproquement, supposons
qu’il existe un élément C de K'[X] tel que 4 = BC. Effectuons la division
euclidienne de 4 par B dans K[X]; il existe un couple (Q, R) et un seul d’é1é-
ments de K[X] tel que

A=BQ + R, d°(R) < do(B).
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L’unicité du quotient et du reste de la division euclidienne de 4 par B dans
K'[X] montre que Q = C et R =0, ce qui prouve que les coefficients de C
appartiennent a K.

PROPOSITION 1.14. — Reste d’une somme, reste d’un produit. Soient
A;, A, et B trois éléments de K[X], le polynéme B étant supposé non nul. On
désigne par (Q,, R,) et (Q,, R,) les couples associés a A, et A, dans leur division
euclidienne par B. Alors le couple associé a A, + A, dans sa division par B est
(Q; + O, Ry + R,). D’autre part, le reste de la division euclidienne de A A,
par B est égal au reste de la division euclidienne de R, R, par B.

Nous étudions maintenant les idéaux de I’anneau K[X] : I’ensemble des
multiples d’un polyndme A est un idéal de K[X]; comme pour I’anneau Z des
entiers rationnels (cf. th. 1.2.4), nous allons montrer que tous les idéaux de
K[X] sont de ce type.

THEOREME 1.5. — Structure des idéaux de ’anneau K[X]. — Soit J un idéal
non réduit @ { 0} de I’anneau K[X] des polynomes & une indéterminée a coeffi-
cients dans K. Il existe alors dans 3 un polynome unitaire D et un seul tel que J
soit Pensemble des multiples de D. Le polynome D s’appelle le générateur de
Pidéal J.

En particulier, tous les idéaux de I’anneau K[ X] sont principaux.

Unicité du générateur. Supposons que D’ soit un polynéme unitaire
appartenant a J et tel que J soit I’ensemble des multiples de D’. La relation
D € J entraine D' | D; de mé€me, la relation D’ € J entraine D | D'. Puisque D
et D’ sont unitaires, D = D’.

Existence du générateur, — Considérons I’ensemble & des entiers naturels n
tels qu’il existe un élément de J de degré n. Puisque J est non réduita {0}, & est
une partie non vide de N; elle posséde donc un plus petit élément (cf. th. I.1.3),
soit ny. Introduisons alors un élément P, de J ayant pour degré n,, et désignons
par D le polyndme unitaire associé & Py. Le polynome D convient : en effet,
d’une part D appartient a J, puisque D = oP,, ou o € K*, et que P, appartient
a J; soit d’autre part P un élément quelconque de J. Effectuons la division
euclidienne de P par D (cf. th. 1.4) : il existe un couple (Q, R) d’éléments de
K[X] tel que P = DQ + R et d°(R) < d°(D). Le polyndbme R =P — DQ
appartient & J, puisque D et P appartiennent & J. Or, par définition de
ny, = d° (D), il n’existe pas de polyndme non nul dans J dont le degré soit stric-
tement inférieur a n,; cela montre que R = 0, ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. — Caractérisation du générateur de 1’idéal engendré par »
polynémes non nuls. Soient A, A,, ..., A, des éléments non nuls de K[X].
Alors le générateur D de I’idéal 3 engendré par ces polynomes est le seul poly- -
néme unitaire qui divise tous les polynémes A; et qui puisse s’écrire sous la

forme > PA;, on P; € K[X].

i=1
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En effet le générateur D de J satisfait & ces conditions. Réciproquement,
soit D’ un polyndme unitaire satisfaisant a ces conditions. Puisque D’ peut

s’écrire sous la forme ZPiAi, le polyndme D’ appartient a I’idéal J; donc D’
i=1

est un multiple de D. D’autre part, D’ divisant tous les polynomes 4;, divise

tout élément non nul de J, et donc divise D. Comme D et D’ sont unitaires,

cela entraine D' = D.

COROLLAIRE 2. — Identité de Bezout. Soient Ay, A,, ..., A, des élé-
ments non nuls de K[X]. Il est équivalent de dire :

1. Les seuls diviseurs communs aux polynomes A; sont les constantes non
nulles.

2. Le générateur de I’idéal engendré par A,, A,, ..., A, est 1.

3. L’idéal engendré par A,, A,, ..., A, est K[X] tout entier.

4. Il existe une suite (U,, U,, ..., U,) de polynémes telle que

ZAiU,. = 1 (identité de Bezout).
i=1

On dit dans ces conditions que les polynémes A,, A,, ..., A, sont premiers
entre eux dans leur ensemble.

(Lorsque n = 2, cette notion coincide avec celle qui a été introduite dans
la définition I.2.27.)

COROLLAIRE 3. — Propriété de Gauss. Soient A, B. C, trois polyndémes
non nuls; si A divise BC, et si A et B sont premiers entre eux, alors A divise C.

En effet, le corollaire 2 montre qu’il existe des polynéomes U et V tels que
AU + BV = 1; d’autre part il existe un polyndome Q tel que BC = 4Q. D’ou
la relation :

C = C(AU + BV) = ACU + BCV = A(CU + QV).

REMARQUE. — Les théorémes 1.4 et 1.5 et les corollaires ci-dessus sont liés a la théorie des
anneaux euclidiens (exercice 1.2.44) et a celle des anneaux principaux (exercice 1.2.45).

Exercices conseillés : 19 a 23.
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Dans tout ce paragraphe, nous ne retiendrons du § 4 que la propriété de
Gauss (cf. cor. 3 du th. 1.5), dont nous rappelons I’énoncé :

Soient A, B, C trois éléments non nuls de K[X1]; si A divise BC et si A et B
sont premiers entre eux, alors A divise C.
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Voici une premiére conséquence, trés importante, de cet énoncé :

PROPOSITION 1.15. — Soient A, B. C trois polynémes non nuls. Si A est pre-
mier avec B et C, alors A est premier avec BC.

Soit en effet P un diviseur commun & A4 et BC. Les polyndmes P et B sont
premiers entre eux : en effet, tout diviseur commun 4 P et B est un diviseur
commun a 4 et B, qui sont premiers entre eux. Puisque P et B sont premiers
entre eux, et que P divise BC, la propriété de Gauss montre que P divise C.
D’autre part, P divise A4, et les polyndmes A et C sont premiers entre eux. Par
suite, P est constant non nul, ce qu’il fallait prouver.

COROLLAIRE. — Si un polynome A est premier avec les polynémes
A, A,, ..., A, alors A est premier avec le produit A1A, ... A,
Cela résulte aussitot de la proposition 1.15, par récurrence sur n.

DEFINITION 1.15. — Polynémes irréductibles sur K. — Soit A un polyénme
Q une indéterminée a coefficients dans un corps K. On dit que A est irréductible
sur K (ou, plus simplement, irréductible lorsque aucune confusion n’est d craindre )
si A est un élément irréductible (au sens de la définition 1.2.27) de I’anneau K[ X].

Plus généralement, si K’ est un corps commutatif contenant K comme sous-
corps, un polynéme A a coefficients dans K est dit irréductible sur K’ si A est un
élément irréductible de K'[X].

EXEMPLES.

1. Tout polynéme a coefficients dans K de degré 1 est irréductible sur K.
Un tel polyndme est méme irréductible sur K’, pour tout corps K’ contenant K
comme Sous-CoOrps.

Cependant, un polyndme a coefficients dans K peut fort bien &tre irréduc-
tible sur K, et ne pas I’étre sur K’ :

2. Le polynéme a coefficients rationnels A = X* — 2 est irréductible sur Q,
mais ne Pest pas sur R.

Si A4 n’était pas irréductible sur Q, il existerait deux éléments g et r de Q
tels que A = X?> — 2 = (X — q)(X — r). Une telle relation entraine r = — g,
et g2 = 2, ce qui est impossible. Au contraire, 4 n’est pas irréductible sur R,

puisque
X2 -2=(x-412)(x +12).

3. De méme, le polynéme a coefficients réels X* + 1 est irréductible sur R,
et ne I’est pas sur C.

En pratique, I’étude des polynomes irréductibles se raméne aussitot a
celle des polyndmes unitaires irréductibles : en effet, il est clair qu’un poly-
néme est irréductible si et seulement si le polynéme unitaire qui lui est associé
est irréductible. De plus, pour qu’un polynéme unitaire P soit irréductible, il faut
et il suffit que son degré soit strictement positif, et que les seuls polynémes uni-
taires divisant P soient 1 et P.
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Nous sommes en mesure d’aborder le théoréme fondamental de décompo-
sition des polyndmes en facteurs irréductibles :

THEOREME 1.6. — Décomposition en facteurs irréductibles.
I’anneau des polynémes a une indéterminée a coefficients dans K.

1. Soit P un polynéme unitaire irréductible a coefficients dans K. Pour tout
élément A non nul de K[X), il existe un couple (n, B), ot n est un entier naturel,
et ot B est un élément non nul de K[ X] premier avec P, tel que A = P"B. Un tel
couple est unique.

L’application qui a tout élément A non nul de K[X] associe I’entier naturel n
défini ci-dessus s’appelle valuation relative a P, et se note vp. L’entier n est donc
noté vp(A). On convient de poser vp(0) = + oo.

2. Pour tout élément A non nul de K[X], I’ensemble des polynémes unitaires
irréductibles P tels que vp(A) soit non nul est fini, et

M) A =« TP,

PeE

Soit K[X]

ou o désigne le coefficient dominant du polynome A, et ou E désigne I’ensemble
des polynomes unitaires irréductibles a coefficients dans K.

Une telle décomposition est unique, c’est-a-dire que si A peut étre écrit sous
la forme

) 4=plpP™,

PeE

ou BeK*, et ot (mp) est une famille a support fini d’entiers naturels, alors
B = « et, pour tout élément P de E, m, = vp(A).

Cette décomposition s’appelle décomposition du polynéme A en facteurs
unitaires irréductibles.

REMARQUE. — Les produits ci-dessus, bien que portant a priori sur un ensem-
ble infini d’indices, ont un sens : ce sont de simples notations, qui signifient

qu’on effectue le produit des polyndomes P™* ou P est tel que mp # 0.

Assertion 1. — L’existence du couple (n, B) se prouve par récurrence sur
le degré du polyndme A. Si d° (4) = 0, elle est évidente; supposons-la démon-
trée pour tous les éléments A’ de K[ X] non nuls et tels que d° (4") < r, et soit 4
un polyndme de degré r, our > 0. Si A4 est premier avec P, I’assertion est claire :
il suffit de prendre n = 0, et B = A; sinon, P divise A4, puisque P est irréduc-
tible. Il existe alors un polyndme non nul A4’ tel que A = PA’. Puisque
d° (P) > 0, ’hypothése de récurrence s’applique a A’, ce qui fournit une
décomposition de A.

Pour démontrer 1’unicité, considérons deux couples (n, B) et (n’, B’) satis-
faisant aux conditions de I’énoncé : alors P"B = P" B’. Le polyndme P" divise
P"B’ et est premier avec B’, puisque P est premier avec B’ (cf. cor.
de la prop. 1.15); il divise donc P (propriété de Gauss), d’oli # < n’. De méme,
n’ < n; finalement, n’ = n, et donc B’ = B, puisque K[X] est intégre.
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Assertion 2. — Nous allons d’abord démontrer I’existence d’une décompo-
sition du polynéme A sous la forme (2), en procédant par récurrence sur d° (4).
Si d° (4) = 0, c’est évident; de méme si d°(4) = 1, puisque tout polynéme
unitaire de degré 1 appartient & E. Soit donc r un entier supérieur ou égal 4 2;
supposons cette existence prouvée pour tous les polyndmes de degré stricte-
ment inférieur & r. Considérons enfin un polynéme 4 de degré r. Nous ’écri-
vons sous la forme A4 = fA’, ou BeK* et ou A’ est unitaire. Deux
cas se présentent : ou bien A’ est irréductible, et I’assertion est prouvée; ou
bien A’ n’est pas irréductible, et peut s’écrire 4’ = A;A4,, ou A, et A, sont des
polynomes unitaires de degré strictement positif. Il en résulte que d° (4,)
et d° (4,) sont strictement inférieurs & r. L’hypothése de récurrence s’applique
donc a A4, et 4,, ce qui fournit une décomposition de A.

Ainsi, nous pouvons écrire 4 sous la forme

) A =pTTP™,

PeE

ol B €K*, I’ensemble des éléments P de E tels que mp # 0 étant fini. Pour
achever la démonstration de I’assertion 2, il suffit de prouver que g = «a, ce
qui est évident, et que pour tout élément P de E, mp = vp(A). Ecrivons pour
cela 4 sous la forme

A=P"B, ouB=BJ]P™".
P'eE
P'#£P
Il résulte du corollaire de la proposition 1.15 que B est premier avec P.
Nous déduisons alors de I’assertion 1 que mp = vp(A).

REMARQUE. — Parmi les polynémes unitaires irréductibles, on trouve en particulier les
polyndmes de la forme X — vy, ou y€ K. Or nous avons défini la valuation vy (cf. déf. 1.8).

Nous allons montrer que pour tout polynéme non nul A, "X—Y(A) = VY(A)' (La notion de
valuation relative & un polynéme premier généralise donc celle de valuation en un point.)

D’apres la proposition 1.11, il existe un polynéme Q tel que 4 = (X — y)vY(A)Q, et que
Q@) # 0. Il en découle que Q n’est pas divisible par X — vy, donc est premier avec X — v.
D’apres 1’assertion 1 du théoréme de décomposition en facteurs irréductibles, cela implique
que vY(A) =y X—Y(A)'

COROLLAIRE 1. — Propriétés des valuations.

1. Pour tout couple (A, B) de polynémes, et pour tout polynome unitaire
irréductible P,

¢)) vp(AB) = vp(A4) + vp(B);
2 vp(4 + B) > inf [vp(4), vp(B))],

avec égalité si vp(A) # vp(B).
Il en découle que I’ensemble des éléments A de K[X] tels que vp(A) soit supé-
rieur a un entier naturel donné, est un idéal de ’algébre K[ X ).
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2. Pour qu’un polynéme non nul A divise un polynéme non nul B, il faut et
il suffit que, pour tout élément P de E,

vp(4) < vp(B).

Assertion 1. — Ecartons le cas trivial ot I’un au moins des polynémes A
et B est nul, et écrivons 4 = P™U, et B = P"V, ol m et n sont des entiers natu-
rels, et ou U et V sont des polyndmes premiers avec P.

La formule (1) résulte aussitot de la relation AB = P™*"UV.

Pour démontrer la formule (2), supposons par exemple m < n, et écrivons
A + B sous la forme

A + B=P™U+ P"" ™).

Sin # m,il estimmédiat que U + P"~ ™V est premier avec P, d’ou la formule (2)
dans ce cas. Le cas ou n = m est évident.

Assertion 2. — Si pour tout élément P de E, vp(A) est inférieur a vp(B), il
est évident que A4 divise B. Réciproquement, si 4 divise B, il existe un poly-
ndme C non nul tel que B = AC. L’assertion 1 montre que pour tout élément
PdeE,

vp(B) = vp(4) + vp(C) = vp(4).

nul, divisible par des polynémes non nuls A, A,, ..., A, premiers entre eux
deux a deux. Alors A est divisible par le polynome A, A, ... A,.

Gréce au corollaire de la proposition 1.15, nous nous ramenons, par récur-
rence sur #n, au cas de deux polynémes non nuls B et C, premiers entre eux et
divisant 4. D’aprés le corollaire 1, il suffit alors de prouver que pour tout

élément P de E, vp(BC) est inférieur a vp(A4). Cela résulte aussitot de la formule
vp(BC) = vp(B) + vp(C),
et des hypothéses, que nous pouvons écrire sous la forme suivante :

vp(B) < vp(4), vp(C) < vp(4), et inf [vp(B), vp(C)] = O.

COROLLAIRE 3. — P. G. C. D. d’un ensemble de polyndmes. — Soit & une
partie non vide de K[X] constituée de polynomes non tous nuls. Il existe un poly-
néme unitaire D et un seul satisfaisant aux conditions suivantes :

a) Le polynéme D divise tout élément de §&.

b) Le polynome D est un multiple de tous les diviseurs communs aux éléments
de &.

Ce polynéme s’appelle plus grand commun diviseur des éléments de &, et se
note P. G. C. D. (8). Pour tout polynéme unitaire irréductible P,

0p(D) = inf up(4).
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Unicité. — Soient D; et D, deux polynOmes unitaires satisfaisant aux
conditions de I’énoncé. Il est clair que D; divise D,, et que D, divise D;.
Comme D, et D, sont unitaires, cela implique que D, = D,.

Existence. — Pour tout élément P de E, posons

n(P) = inf vp(A),

Aeb

et considérons le polyndéme D = [ [P"®,
PeE

Il est immédiat que P est un polyndme unitaire, que D divise tout élément
de &, et que D est un multiple de tous les diviseurs communs aux éléments de &
(cf. cor. 1).

REMARQUE. — Nous verrons au § 6 des caractérisations du P. G. C. D. de deux poly-
ndémes, et un autre moyen de calcul pratique de celui-ci.

Soit maintenant (A4;);.; une famille d’éléments non tous nuls de K[X].
Le P. G. C. D. de l’ensemble constitué par les polyndmes A; s’appelle
P. G. C. D. de la famille (4,);;, et se note P. G. C. D. ((4,);c;)- Lorsque tous
les polynémes A; sont décomposés en facteurs unitaires irréductibles, la décom-
position de P. G. C. D. ((4,);¢,) en facteurs unitaires irréductibles s’obtient de
la maniere suivante : I’exposant de P dans ce polyndme est le plus petit des
exposants de P dans la décomposition des polynémes A;.

En particulier, lorsque I = [1, n], ot ne N*, le P. G. C. D. des polynémes
Ay, Ay, ..., A, se note P. G. C. D. (A, A,, ..., A,). Pour que les polynomes
Ay, Ay, ..., A, soient premiers entre eux dans leur ensemble, il faut et il suffit
que P.G.C.D. (A, A,, ..., A,) = 1.

COROLLAIRE 4. — P. P. C. M. d’un ensemble fini de polynomes. — Soit &
une partie FINIE non vide de K[X] constituée de polynomes non nuls. Il existe un
polynéme unitaire M et un seul satisfaisant aux conditions suivantes :

a) Le polynéme M est un multiple de tout élément de &.
b) Le polynome M divise tous les multiples communs aux éléments de &.

Ce polynome s’appelle plus petit commun multiple des éléments de &, et se
note P. P. C. M. (§). Pour tout polynéme unitaire irréductible P,

vp(M) = sup vp(A).
Aeb
La démonstration est calquée sur celle du corollaire 3.

On définit de méme le P. P. C. M. d’une famille finie (4;).; d’éléments
non nuls de K[X]; lorsque I = [1,#n], ce P.P.C. M. se note

P.P.C. M. (4, 4,, ..., 4).
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PROPOSITION 1.16. — Propriétés du P. G. C. D. et du P. P. C. M.

1. Soient A et B deux polynémes non nuls, D leur P.G.C. D., M leur
P.P.C. M., a et B leurs coefficients dominants. Alors :

AB = afDM.

2. Soient A, A,, ..., A, des polynémes non nuls, D leur P. G. C. D. et M
leur P. P. C. M. Soit d’autre part B un polynéme unitaire. Alors :

P.G.C.D.(BA,, BA,, ..., BA,) = BD
P.P.C. M. (BA,, BA,, ..., BA,)= BM.

Par suite, si C est un polynéme unitaire divisant A, A,, ..., A,, et si on pose
A, = CA\,A, = CA,, ..., A, = CA,, alors :

P.G.C.D. (4}, 43, ..., 4,) =

SIS

. . A A
En particulier, les polynomesﬁ , =2 -

==, ... sont premiers entre eux dans
DD’ DM ?P

leur ensemble.
L’assertion 1 découle aussitot de la formule suivante : pour tout couple
(n, n") d’entiers naturels,

sup (n, n') + inf(n,n") =n + n'.

L’assertion 2 découle de méme des formules suivantes : pour toute suite
(p1> P25 - - -» p,) d’entiers naturels, et pour tout entier naturel p,

inf (p+p)=p+ inf p;

ie(1,n] ie[1,n]
sup (p + p;) = p + sup p;.
ie[1,n] ie[1,n]
COROLLAIRE. — Caractérisation des couples de polyndmes dont le

P. G. C. D. est différent de 1. — Soient A et B deux éléments non nuls de
K[X], et D leur P.G. C. D.

1. Si D est différent de 1, il existe un couple (U, V) de polynémes premiers
entre eux tel que

AU + BV =0 do(U)=d°(B)—de(D), do(V)=de(4)— do(D).

2. Réciproquement, s’il existe un couple (U, V') de polynémes premiers entre
eux tel que

AU + BV =0 do(U) < d° (B) do (V) < d° (A),
alors D est différent de 1. Plus précisément,

d° (D) = d°(B) — d°(U) = d°(4) — d° (V).
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Assertion 1. — Par hypothése, il existe deux polyndmes A, et B; tels que
A = DA, et B= DB,. Le couple (B;, — A,) convient, car A, et B; sont pre-
miers entre eux.

Assertion 2. — Puisque U divise AU = — BV et que U est premier avec V,
U divise B. 1l existe donc un polyndme D, tel que B = D,U. La rela-
tion AU + BV = 0 montre alors que 4 = — D,V. Puisque U et V sont pre-
miers entre eux, il découle des relations B = D,Uet A = — D,V que le poly-

ndme unitaire associé 4 D, est égal 3 D. L’assertion en découle.

Exercices conseillés : 26 a 35.

§ 6. APPLICATIONS DE LA THEORIE DE LA DIVISIBILITE

1. CALCUL DU P. G. C. D. DE DEUX POLYNOMES

Du théoréme de structure des idéaux de K[X] (cf. th. 1.5), nous déduisons la

ProposITION 1.17. — Caractérisation du P. G. C. D. de » polynomes. —
Soient Ay, A,, ..., A,des polynémes non nuls a coefficientsdans K. Le P. G. C. D.

de ces polynémes n’est autre que le générateur de I’idéal 3 de K[ X] engendré par
les éléments A, A,, ..., A

Désignons en effet par D le générateur de 1’idéal J, et par D’ le P. G. C. D.
des polynémes A4,, 4,, ..., A,. D’aprés la caractérisation de D (cf. cor. 1

du th. 1.5), D divise tous les polyndmes A;; donc, par définition du plus
grand commun diviseur, D divise D’. D’autre part, D peut s’écrire sous la

forme D = z A,U,, ou, pour tout i €[1, n], U; appartient a K[X]. Puisque D’
i=1

divise tous les polynémes 4,, D’ divise D. Comme D et D’ sont unitaires, il en

découle que D = D'.

En pratique, pour calculer le P. G. C. D. de 4, 4,, ..., 4,, on se ramé{
par récurrence au cas de deux polyndmes; on utilise alors une méthode fondée
sur I’existence d’une division euclidienne dans I’anneau K[X] (cf. th. 1.4).
Nous nous servirons du

LEMME. — Soient A’ et B’ deux polynomes non nuls et R’ le reste de la divi-
sion euclidienne de A' par B'.

— Si R est nul, le P.G. C. D. de A’ et B’ est le polynome unitaire associé
a B'.

— Si R’ est non nul, les diviseurs communs a@ A’ et B’ sont exactement les
diviseurs communs @ B’ et R’.

Cela résulte aussitdt de la relation 4’ = B'Q’ + R'.
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Considérons les polynomes donnés A et B, et supposons par exemple
que d° (4) = d° (B). Dans ce cas, on commence par effectuer la division
euclidienne de 4 par B; on écrit donc A = BQ, + R,, ou d°(R,) < d° (B).

— Ou bien R; = 0, et le P. G. C. D. de 4 et B est alors le polyndme uni-
taire associé a B.
— Ou bien R; # 0, et le lemme précédent montre que

P.G.C.D.(4, B) = P. G.C.D. (B, R,).

On est alors ramené au calcul du P. G. C. D.de Bet de R, ou d°(R,)< d°(B).
On répete ces opérations, et, puisque le degré du reste décroit d’au moins une
unité 4 chaque division euclidienne effectuée, on aboutit au bout de » divi-
sions au plus (ou n = d° (B)) 4 I’'un des deux cas suivants :

— le dernier reste non nul n’est pas un polyndme constant; dans ce cas,
le P. G. C. D. de 4 et de B est le polyndome unitaire associé a ce polynéme;

— le dernier reste non nul est un polyndme constant; dans ce cas, 4 et B
sont premiers entre eux.

On notera enfin que le P. G. C. D. de deux polyndmes n’étant pas changé
lorsqu’on multiplie ces polyndmes par des scalaires non nuls, on pourra éviter
Pécriture de coefficients fractionnaires dans les divisions successives en multi-
pliant le dividende par un scalaire convenable.

La méthode précédente porte le nom d’algorithme d’Euclide.

EXeEMPLE. — Calculons le P. G. C. D. de X3 + 2X + 3 et de X*— X% + 4X2%2— X 4 3.
On notera laYdisposition particuliére des quotients, laquelle facilite les calculs.

X —1 X +1
Xt — X3 4+4X2 - X+3 | X3 +2X4+3 [ X2 —-X+3
X1 +2X2 + 3X X — X2 43X
—X342Xx%2-4X+43 Xt—- X+3
— X3 —-2X -3 X2— X+43
2X2 -2X 46 0

Lg\P. G.C.D. est donc X2— X + 3.

Nous pouvons préciser I’identité de Bezout de la maniére suivante :

)
¥

PROPOSITION 1.18. — Identité de Bezout pour deux polynémes. — Soient A
et B deux polynémes non nuls premiers entre eux. Pour tout polynéme P, il existe
un couple (U, V) et un seul de polynémes tel que

P=AU+ BV, do(V) < d°(4).

De plus, si d°(P) < d°(4) + d° (B), alors d° (U) < d° (B).
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En particulier, si A et B ne sont pas constants, il existe un couple (U, V) de
polyndomes et un seul tel que

1 =AU + BY, de (V) < do(4), d° (U) < d°(B)

(identité de Bezout avec condition sur les degrés).

Unicité. — Soit (U’, V') un autre couple satisfaisant aux conditions de
I’énoncé. 11 en résulte que A(U — U’) = B(V' — V). Supposons par ’absurde
que V' # V . le polyndme A divise B(V' — V), et est premier avec B; donc 4
divise V' — V, d’aprés la propriété de Gauss (cf. cor. 3 du th. 1.5), ce

qui contredit la relation d° (V' — V) < d°(4). Donc V' = V, et, par suite,
U =U.

Existence. — L’existence d’un couple (U;, V) tel que P = AU, + BV, est
immédiate, puisque 4 et B sont premiers entre eux (cf. cor. 2 du th. 1.5).
Effectuons la division euclidienne de V, par 4 :

Vi=AQ + V, de (V) < do (A).
D’ou la relation P = AU + BV, en posant U = U; + BQ.

Si nous supposons maintenant que d°(P) < d°(4) + d°(B), alors
d° (U) < d° (B), comme il résulte aussitot de la relation 4U = P — BYV.

Une méthode de calcul explicite du couple (U, V') est esquissée dans I’exercice 42.

Exercices conseillés : 24, 25 et 41.

2. FORME REDUITE D’UNE FRACTION RATIONNELLE

Nous appliquons maintenant les résultats du § 5 a la théorie des fractions
rationnelles.

PROPOSITION 1.19. — Forme réduite d’une fraction rationnelle. — Soit R
une fraction rationnelle non nulle @ coefficients dans K. Il existe un couple (P, Q)

. . P ,
et un seul de polynomes non nuls et premiers entre eux tel que R = —, Q étant

Q

unitaire.

Ce couple s’appelle forme réduite de la fraction rationnelle R. Les poly-
nomes P et Q s’appellent respectivement numérateur et dénominateur de R.

Unicité. — Soient (P, Q) et (P’, Q") deux couples de polyndmes satisfaisant
aux conditions de I’énoncé. Alors PQ' = P'Q. Le polyndme Q’ divise donc
P’ Q; étant premier avec P’, il divise Q (propriété de Gauss). De méme, Q divise
Q’. Ces deux polyndmes, étant de plus unitaires, sont égaux. L’anneau K[X]
étant intégre, il en résulte que P = P’, ce qui achéve la démonstration.
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Existence. — Soit (P;, Q,) un couple de polynémes tel que Q, # 0 et que
= i Puisque R # 0, P; # 0; désignons donc par D le P. G. C. D. de P,

1
et Q,, et écrivons P; et Q, sous la forme P, = DP,, et Q, = DQ,. Nous

: P
savons que P, et Q, sont premiers entre eux (cf. prop. 16). De plus, R = =2, et
2
il suffit maintenant de rendre Q, unitaire pour obtenir la décomposition cher-

chée.

COROLLAIRE. — Soient R et S deux éléments de K(X). Si S est non constante, S est substi-
tuable dans R.

Ecrivons en effet R sous la forme R = %, ou U, Ve K[X], V# 0, et S sous la forme

. P P . R
réduite S = -é . 11 suffit de prouver que ¥ o = n’est pas nulle. Ecartons le cas trivial ot ¥

Q

est un mondme, et posons

V=o,X" + o, X" 4 . +aX" ou «,#0, « #0.

Supposons par I’absurde que V o % = 0, c’est-a-dire que

qun—m + Olm+1Q"_m_1P + .. _|_ anPn—m — 0.

Il en découle que P divise Q" ™, comme P est premier avec Q, P est constant. De méme, Q est
constant, ce qui est impossible, puisque S est non constante.

PROPOSITION 1.20. — Décomposition en facteurs irréductibles. — Orn désigne
encore par E I’ensemble des polynémes unitaires irréductibles a coefficients dans K.

1. Soit P un élément de E. Pour toute fraction rationnelle R non nulle a
coefficients dans K, il existe un triplet (n, B, C), out n est un entier rationnel, ou B
est un polynome non nul premier avec P, et out C est un polynéme unitaire premier

B . . .
avec P, tel que R = P”Z, , et que B et C soient premiers entre eux. Un tel triplet

est unique.

L’application qui a tout élément non nul R de K[X] associe I’entier rationnel n
défini ci-dessus s’appelle valuation relative a P, et se note vp. L’entier n est donc
noté vp(R). On convient de poser vp(0) = + oo.

2. Pour tout élément non nul R de K(X), I’ensemble des éléments P de E
tels que vp(R) soit non nul est fini, et :

1) R =« [PP,
PeE

ou o est un scalaire non nul.

Une telle décomposition est unique, c’est-d-dire que si R peut étre écrite sous
la forme

(2) R= ﬂHPmP’
PeE

CHAMBADAL ET OVAERT. — Cours de mathématiques. Algébre 1I. 2
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ou f € K*, et ou (mp) est une famille a support fini d’entiers naturels, alors f = o
et, pour tout élément P de E, mp = vp(R). Cette décomposition s’appelle décom-
position en facteurs unitaires irréductibles de la fraction rationnelle R.

Assertion 1. — Pour montrer P’existence d’un tel triplet, nous écrivons R

c ;
réme 1.6 aux polynémes B’ et C'.
Soient (n, B, C) et (n,, B,, C,) deux triplets satisfaisant aux conditions de

sous forme réduite R = il suffit alors d’appliquer I’assertion 1 du théo-

B B
I’énoncé ; alors P"E, = P"‘C—l. Supposons par exemple n, > n, et posons
1

m = n, — n. La relation précédente s’écrit encore BC; = P"B,C; en prenant
les valuations relatives 3 P des polyndmes BC,; et P"B;C, nous obtenons la

relationm = 0. Doncn; = n, et g—,‘ = il découle alors de la proposition 1.19
L :
queB1=BetC1=C.

Assertion 2. — L’existence d’une décomposition de R sous la forme (2)

4

. . . . . B .
est immeédiate : il suffit d’écrire R sous la forme réduite R = Fok et de décom-

poser les polyndmes B’ et C’ en facteurs unitaires irréductibles. Comme dans
la démonstration du théoréme 1.6, on vérifiera aisément que si R est mise
sous la forme (2), nécessairement m, = vp(R) pour tout élément P de E.

REMARQUE 1. — Bien entendu, lorsque R est un polynéme, la notion de valuation intro-
duite ci-dessus coincide avec celle qui a été introduite au théoréme 1.6; et lorsque P est de la
forme X — v, ou yYEK, elle coincide avec la notion de valuation d’une fraction rationnelle
au point v, introduite dans la proposition 1.12.

REMARQUE 2. — Comme pour les polyndmes, il résulte aisément du théoréme précédent
que pour tout couple (R, S) d’éléments de K(X) et pour tout élément P de E,

VP(RS) = vp(R) + Vp(s);
VP(R + S) = inf [VP(R), VP(S)],

avec égalité si v5(R) # vp(S).
Il en découle que ’ensemble des éléments R de K(X) tels que vp(R) soit supérieur & un
entier rationnel donné est un sous-espace vectoriel de K(X).

3. PARTIES PRINCIPALES DES FRACTIONS RATIONNELLES

Appliquons maintenant les résultats du § 4.

PROPOSITION 1.21. — Partie entiére d’une fraction rationnelle. — Pour tout
élément R de K(X), il existe un couple (U, R’) constitué d’un polynéme U et
d’une fraction rationnelle R’ et un seul tel que

R=U+ R, d°(R)<0;
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Autrement dit, les polynémes, et les fractions rationnelles de degré stricte-
ment négatif, constituent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
Pespace vectoriel K(X).

Le polynome U ainsi défini s’appelle partie entiére de R, ou encore partie
principale a linfini de R, et se note Pr (R).

Si R est écrite sous la forme R = — , ou P et Q sont des polynomes, et

0
ou Q # 0, alors Pr(R) est le quotient de la division euclidienne de P par Q.
L’application Pr,, qui a tout élément R de K(X) associe sa partie entiére

Pr(R) est donc un projecteur de I'espace vectoriel K(X), dont I'image est le
sous-espace vectoriel K[ X].

L’unicité du couple (U, R’) résulte aussitdt de considérations de degré.

Existence du couple (U, R’). Ecrivons R sous la forme R = g ; il existe
(cf. th. 1.4) un couple (U, V) de polyndmes tel que
P=QU+ 7/, do (V) < d° (Q).
Il s’ensuit que

P V V
R===U+ =, d°(—)<0.
Q Q Q
Le couple (U, Ig) convient.
REMARQUE. — Pour que la partie principale a Pinfini de R soit nulle,

il faut et il suffit que R( ) appartienne a K, ce qui explique la terminologie
employée.

Le résultat suivant est fondamental :

THEOREME 1.7. — Décomposition des fractions rationnelles. — Soit R une
fraction rationnelle non nulle a coefficients dans K, écrite sous forme réduite

P . . n .
R =—Q-. Soit (Qq, O3, ..., Q,) une suite de polynémes unitaires, premiers

entre eux deux a deux, et telle que
Q= I—IQi'
i=1
1. Il existe une suite (P, P,, ..., P,) de polynomes telle que

(1) R =

P - P;
=S,
0 = O
2. Sil’on suppose de plus d° (P) < d° (Q), il existe une suite (Py, P,, ..., P,)

et une seule de polynomes telle que pour tout ic[l, n], d°(P;) < d°(Q)),
et qui satisfasse a la relation (1).
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Assertion 1. — Procédons par récurrence sur le nombre n de facteurs.
Considérons d’abord le cas ou n = 2, c’est-a-dire ou Q est écrit sous la forme
0 = 0,0,, ou Q, et Q, sont unitaires et premiers entre eux. L’idéal engendré
par Q; et Q, est donc K[X] tout entier. En particulier, il existe un couple
(P,, P,) de polyndmes tel que P = P,Q, + P,0Q,, d’ou il résulte que

P_P P
070,70,

Supposons maintenant le résultat établi & l'ordre » — 1, et soit
(91, Q,, ..., O0,) une suite de polyndmes satisfaisant aux conditions de
I’énoncé. Le polyndme Q, est premier avec Q,, Q,, ..., @,-,, donc est pre-
mier avec leur produit Q' (cf. cor. de la prop. 1.15). Comme [’assertion est
déja établie lorsque » = 2, nous voyons qu’il existe un couple (P’, P,) de poly-
nomes tel que

P P P’ + P,
Q0 200, Q0 0,

En apphquant I’hypothése de récurrence 3 —,
annoncée. N

, nous obtenons la décomposition

Assertion 2. — Existence. — Nous procédons encore par récurrence
sur n. Lorsque n = 2, la proposition 1.18 affirme ’existence d’un couple
(P4, P,) de polynomes satisfaisant aux conditions suivantes :

P=P,0,+P,0,, do(P)<do(Q), do(P,) < d°(Q,);

d’ou la décomposition annoncée.
Le cas général s’en déduit exactement comme dans 1’assertion 1.

Unicité. — Par différence, nous nous ramenons i prouver que si
(Py, Py, ..., P,) est une suite de polyndmes telle que pour tout i€[l, ],
d°(P;) < d°(Qy), et que

@ z

alors tous les polyndmes P; sont nuls.

t0|"u

Supposons par I’absurde que P,, par exemple, soit non nul. Il découle
aussitot de la relation (2) qu’il existe un polynéme P’ tel que

P

A_F
0, 0

ce qui signifie encore que P,Q' = P’'Q,. Ainsi Q, divise P,Q’; comme Q, est
premier avec Q’, il s’ensuit que Q, divise P,, ce qui contredit la relation
do(P,) < d°(Q,).

Le théoréme est complétement démontré.



§ 6. APPLICATIONS DE LA THEORIE DE LA DIVISIBILITE 37

Pour appliquer le théor¢me précédent & la décomposition en facteurs
irréductibles du polyndme Q, nous aurons besoin de la notion suivante :

DEFINITION 1.16. — Fractions rationnelles P-adiques. — Soit P un poly-
néme unitaire irréductible a coefficients dans K. On dit qu’une fraction ration-
nelle R est P-adique s’il existe un entier naturel m tel que RP™ soit un polynome.

Soit R un élément non nul de K(X); il est immédiat que R est une fraction
rationnelle P-adique si et seulement si R peut s’écrire sous la forme R = P"B,
ou neZ, et ou B est un polyndme premier avec P. Nous savons d’ailleurs
qu’une telle écriture est unique, grace a la proposition 1.20.

Il est non moins immédiat que les fractions rationnelles P-adiques consti-
tuent un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel K(X), et que les fractions
rationnelles P-adiques de degré strictement négatif constituent un sous-espace
vectoriel du précédent. Ce dernier sous-espace vectoriel est noté K[ X].

L’étude de I’espace vectoriel Kp[X] est esquissée dans 1’exercice 43.

PROPOSITION 1.22., — Partie principale d’une fraction rationnelle. — Soit P
un polynéme unitaire irréductible a coefficients dans K. Pour toute fraction
rationnelle R, il existe un couple (S, T) de fractions rationnelles et un seul tel que

R=S+T  Secky[X], vu(T)>=0.

Autrement dit, les fractions rationnelles P-adiques de degré strictement néga-
tif, et les fractions rationnelles dont la valuation relative a P est positive, cons-
tituent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans I’espace vectoriel K(X).

La fraction rationnelle S ainsi définie s’appelle partie principale de R relative
a P, et se note Prp(R).

L’application Prp qui a tout élément R de K(X) associe sa partie principale
relative a P est donc un projecteur de I’espace vectoriel K(X), dont I’image est le
sous-espace vectoriel Kp[X].

Unicité du couple (S, 7). — Par différence, tout revient & montrer que si R,
est une fraction rationnelle P-adique telle que d° (R;) < 0 et que vp(R;) = O,
alors R, est nulle. Supposons par I’absurde que R, soit non nulle : comme R,
est P-adique, nous pouvons écrire R, = P"B, ou n € Z et ou B est unpolyndme
premier avec P; de plus, par définition des valuations, vp(R;) = n. Comme,
par hypothése, vp(R,) = 0, nous voyons que R, est un polyndme non nul,
ce qui contredit la relation d° (R,) < 0.

Existence du couple (S, 7). — Si vp(R) est positif, le couple (0, R) convient.

: , . B
Dans le cas contraire, R peut s’écrire sous la forme R = P"—,, ol » est un

C b
entier rationnel strictement négatif, ou B et C sont des polynémes premiers
entre eux et premiers avec P, C étant unitaire. Posons m = — n, et appliquons

la proposition 1.18 aux polynémes premiers entre eux P™ et C : il existe des
polyndmes U et V tels que

(1) B=P"U+CV, do(V)< do(P™).
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D’ou la relation

Repn2 UL () <o

Pm

Alw

Le couple ( };" , g) convient visiblement.

REMARQUE. — Le calcul effectif de la partie principale d’une fraction R relative & P se
raméne 3 la détermination d’un polyndme V satisfaisant & la relation (1). Un algorithme
y conduisant sera trouvé dans I’exercice 42.

THEOREME 1.8. — Décompeosition des fractions rationnelles en parties princi-
pales. — On désigne par E I’ensemble des polynomes unitaires irréductibles a
coefficients dans K.

1. Soient R un élément de K(X), Pr,(R) sa partie entiére, et Prp(R) sa partie
principale relative au polynéme unitaire irréductible P. Alors I’ensemble des élé-
ments P de E tels que Prp(R) # O coincide avec I’ensemble des éléments P de E
tels que vp(R) < 0, donc est fini. De plus,

(1) R =Pr, (R) + D> Pry(R).

PeE

2. Une telle décomposition est unique, c’est-d-dire que si R peut étre écrite
sous la forme

) R=U+ D R,

PeE

ot U est un élément de K[X), et oit (Rp) est une famille a support fini d’éléments
de Kp[X], alors

U = Pr(R), et, VP€cE, R, = Pry(R).

On peut donc formuler ce théoréme de la maniére suivante :

L’espace vectoriel K(X) est somme directe du sous-espace K[X] et de la famille
des sous-espaces Kp[X], ot P parcourt E; de plus, la famille constituée de I’ appli-
cation Pr, et des applications Prp, ot P parcourt E, n’est autre que la famille
de projecteurs associée & la décomposition de I’espace vectoriel K(X) en la somme
directe précédente.

Nous prouvons d’abord que tout élément R de K(X) peut &tre écrit sous la
forme (2). En effet, d’aprés la proposition 1.21, R peut s’écrire sous la forme
R=U+ R, ot UeK[X], et ou d°(R) < 0. Si R =0, I"assertion est évi-

. . . A
dente; dans le cas contraire, nous écrivons R’ sous forme réduite R’ = 3
Décomposons le polyndme unitaire B en facteurs unitaires irréductibles
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(cf. th. 1.6) : il existe une suite (P,, P,, ..., P,) d’éléments de E et une suite
(ny, 1y, ..., n,) d’entiers strictement positifs telles que

B =fIP;’*.
i=1

Posons B; = P}'; les polynOmes B; étant premiers entre eux deux a deux, et
R’ étant de degré strictement négatif, nous pouvons appliquer 1’assertion 2 du
théoréme 1.7 : il existe une suite (4,, 4,, ..., 4,) de polynémes telle que pour
tout i €[1, r], d° (4;) < d°(B,), et que

. . A' < ’ °, r
Les fractions rationnelles E’ appartenant a Kp [X], la décomposition cherchée

]
en découle.

Il nous reste & montrer que si une fraction rationnelle R est mise sous la
forme (2), alors U = Pr(R), et, pour tout P € E, Rp = Prp(R).

a) Pour démontrer que U = Pr_(R), posons R’ = z R,. Comme le degré
PeE
de R est strictement négatif pour tout élément P de E, nous voyons qu’il en

est de méme du degré de R’. Ainsi
R=U+ R, d° (R) < 0;

d’ou la conclusion, par définition méme des parties entiéres (cf. prop. 1.21).

b) Pour démontrer qu’étant donné un élément P de E, R, = Prp(R),

posons Tp = U + z Ry. 11 est immédiat que pour tout élément Q de E

Q€eE
QF#P

différent de P, le nombre vp(R,) est positif. Comme il est évident que vp(U) est
positif, la proposition 1.20 montre que vp(Tp) est positif. Ainsi,

R = Rp + Ty, Rp € Kp[X], vp(Tp) = 0;

d’ou la conclusion, par définition méme des parties principales (cf. prop. 1.22).
La preuve du théoréme est achevée.

REMARQUE 1. — En pratique, pour obtenir la décomposition d’une frac-
tion rationnelle R # 0, on procéde de la fagon suivante :

1. On calcule la partie entiére de R (cf. prop. 1.21).

P
— (cf. prop. 1.19).
Q( prop )

3. On décompose Q en facteurs unitaires irréductibles (cf. th. 1.6).

4. On calcule les parties principales de R relatives & chaque polynome
unitaire irréductible intervenant dans la décomposition de Q (cf. prop. 1.22 et
exercice 42).

2. On écrit R sous forme réduite R =
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5. La fraction rationnelle R n’est autre que la somme de sa partie enticre
et de toutes ses parties principales.

REMARQUE 2. — On peut encore décomposer chaque partie principale en
une somme de fractions rationnelle d’un type encore plus particulier, appelées
éléments simples. La décomposition des fractions rationnelles en éléments
simples fera I’objet du § 9 lorsque le corps K est supposé algébriquement clos;
dans le cas général, cette théorie fait I’objet de ’exercice 44.

§ 7. DERIVATION DES POLYNOMES
ET DES FRACTIONS RATIONNELLES

PROPOSITION 1.23. — Dérivation des polynémes. — Soit K[X] algébre des
polynomes a une indéterminée a coefficients dans K. Il existe un endomorphisme D
et un seul de I’espace vectoriel K[X] tel que

a) pour tout couple (P, Q) d’éléments de K[X],

) D(PQ) = D(P)Q + PD(Q);
b) D(X) =1.

+ o0
De plus, pour tout polynéme P = Z o, X", le polynome D(P) est donné par
n=0
la formule

+ o0
) D(P) = > na, X"~ 1,
n=1
Le polyndme D(P) s’appelle polyndme dérivé du polynéme P; on dit encore
que D(P) est la dérivée de P. L’endomorphisme D s’appelle dérivation cano-
nique de 1’algébre K[X]. Plus généralement, pour tout entier naturel non nul n,

le polyndme D"(P) s’appelle dérivée n*™ du polyndme P, et se note aussi P™
Lorsque n = 1, D(P) s’appelle encore dérivée premiére de P, et se note P’;
lorsque n = 2, D*(P) s’appelle dérivée seconde de P, et se note P, etc.

Unicité de D. — Soit D un endomorphisme de I’espace vectoriel K[X]
satisfaisant aux conditions a) et b). Alors, pour tout entier naturel non nul #,

D(X"™) = nX"" 1,

Cette formule s’établit par récurrence sur n. Lorsque n = 1, il s’agit d’une
évidence; supposons donc la formule démontrée pour I’entier n — 1, ol n > 2,
et calculons D(X™) :

D(X™) = D(XX"™ 1) = D(X)X""! + XD(X""!) = nX""1D(X),

ce qu’il fallait prouver.
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D’autre part, la condition a) appliquée au couple (1, 1) montre que
D(1) = 0. La formule (2) en résulte par linéarité, ce qui prouve 1’unicité de D.

Existence de D. — Associons a tout polyndme P le polynéme D(P) défini
par la formule (2), et prouvons que D convient. Il est évident que D est linéaire,
et que D(X) = 1. Pour démontrer que la condition a ) est satisfaite, considérons
les applications (P, Q) > D(PQ) et (P, Q) D(P)Q + PD(Q). Comme ces
deux applications sont bilinéaires, et que les monémes X”, n € N, constituent
une base de P’espace vectoriel K[X], il suffit, pour vérifier 1’égalité de ces deux
applications, de montrer qu’elles prennent méme valeur sur les couples de la
forme (X7, X9), ou p et g appartiennent a N. Il suffit donc de vérifier que

D(XP"9) = D(XP)X? + X?D(X"),

ce qui est immédiat.

REMARQUE. — Dans la suite de ce chapitre, nous allons rencontrer d’autres
cas (cf. dérivation des fractions rationnelles et des séries entiéres formelles)

d’endomorphismes satisfaisant aux conditions a) et b). Nous sommes ainsi
conduit & poser la

DEFINITION 1.17. — Dérivations d’une algébre. — Soit E une K-algébre.

On appelle dérivation de E tout endomorphisme D de E tel que, pour tout couple
(a, b) d’éléments de E,

(1) D(ab) = D(a)b + aD(b).

PROPOSITION 1.24. — Propriétés des dérivations. — Soit D une dérivation
d’une K-algébre associative commutative unitaire E.

1. Soit e I’élément unité de E. Alors
(2) D(e) = 0.
Pour tout couple (a, b) d’éléments de E tel que b soit inversible,

3) D(a) _ D(a)b — aD(b)

b b2

2. Pour tout élément a de E et pour tout entier naturel non nul m,
4 D(@™) = ma™~ ! D(a).

De plus, lorsque I’élément a est inversible, la formule (4) est valable pour tout
entier rationnel m.

3. Pour toute suite (ay, a,, ..., a,) d’éléments de E,

(5) D(aja, ... a,) = Zalaz ce.ai-D@@)a;yq ... a,
i=1
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4. Pour tout couple (a, b) d’éléments de E et pour tout entier naturel non
nul n,

(6) D"(ab) = C°D"(a)b + C1D" " Y(a)D(b) + ...
+ CPD" P(a)D?(b) + ... + C aD"(b)
(formule de Leibniz).

Assertion 1. — La formule (2) s’obtient en appliquant la relation (1) au

couple (e, e).
Pour démontrer la formule (3), on montre d’abord que, pour tout élément

inversible b de E,

™ p(;) = - 52

en appliquant la relation (1) au couple (b, 117) . La formule (3) s’obtient alors

en appliquant la relation (1) au couple (a, })) .

Assertion 2. — Le formule (4) se démontre par récurrence sur 1’entier m.
Lorsque m = 1, elle est évidente; supposons-la établie & I’ordre m — 1, ou
m > 2, et calculons D(a™) :

D(@™) = D(aa™ ') = D(a)a™"! + aD(@""') = ma™ ' D(a).

Supposons maintenant que a soit inversible et que m soit négatif. Le cas
ol m est strictement négatif se ramene au cas précédent, en posant m' = — m
et en tenant compte de la relation (7). Enfin, le cas ou m = 0 se réduit a la for-

mule (2).
Assertion 3. — La formule (5) se déduit aussitdt de la formule (1) par récur-
rence sur I’entier n.

Assertion 4. — Pour n = 1, la formule de Leibniz se réduit a la relation (1).
Supposons-la démontrée & I’ordre n — 1, ou n > 2, et calculons D"(ab) :

(8) D"(ab) = D[D"" !(ab)].
Or, d’aprés I’hypothése de récurrence,

n—1
(9) Dn_l(ab) = Z Cﬁ—lapbp’
p=0

ou, pour tout p € [0, n — 1], a, = D""?"(a) et b, = D?(b).
Des relations (8) et (9), nous déduisons que

n—1
(10) D"(ab) = z Cr_1D(ayb,).
p=0
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D’autre part,
D(a,b,) = D(a,)b, + a,D(b,) = D""P(a) D*(b) + D*~P~1(g)DP*1(b).
D’ou la relation

D"(ab) = i o, D"~ *(a) D*(b).
k=0

ou les scalaires o, sont définis par les relations suivantes :
a=1 oo=C_, +C-1 si ke[l,n—1, et a, =1
La formule de Leibniz en découle, puisque
C'=1, Ct=cCrk_,+C*} si ke[l,n—1], e C'=1.
COROLLAIRE. — Propriétés de la dérivation des polynémes.
1. Pour tout élément P de K[ X] et pour tout entier naturel non nul m,
4) D(P™ = mP™" ! D(P).

2. Pour toute suite (Py, P,, ..., P,) d’éléments de K[ X],

(5" D(P\P;, ... P)=D>PP, ... P_yD(P)Piy; ... P
i=1

3. Pour tout couple (P, Q) d’éléments de K[X] et pour tout entier naturel
non nul n,

(6) DY(PQ)=C,DP)Q + C,D""{(P)D(Q) + ...
+ C2D""*(P)D?(Q) + ... + C"PD"(Q)

( formule de Leibniz).
4. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et o un scalaire.
n! -
Sin>m, D'”(X—oc)"=6l—:——--m)!(X—a)" ",
Sin<m, D"(X — a)" = 0.

PROPOSITION 1.25. — Dérivée d’un polyndme composé. — Pour tout couple
(P, Q) d’éléments de K[X), la dérivée du polynome composé Po Q est donnée
par la formule

(11) D(Po Q) = [D(P)~ Q]. D(Q).

Les applications P> D(Po Q) et P> [D(P)o Q):- D(Q) étant linéaires, il
suffit de vérifier la formule (11) lorsque P est un mondme, auquel cas elle se
réduit a la formule (4').
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Nous abordons maintenant I’étude de ’injectivité et de la surjectivité de
I’application D. Nous posons i cet effet la

DEFINITION 1.18. — Primitives d’un polyndme. — On dit qu’un polynéme P
est une primitive d’un polynéme Q si la dérivée de P est égale a Q.

Evidemment, si P est une primitive de Q, alors, pour tout scalaire g, P + f
est encore une primitive de Q. Plus précisément :

PROPOSITION 1.26. — Existence et unicité des primitives. — Soit K un corps

de caractéristique nulle.

1. Les constantes sont les seuls polynémes P tels que D(P) = 0. Si P, et P,
sont deux primitives d’un méme polynome Q, P, — P, est une constante.

2. Etant donnés un scalaire o et un polynéme Q, il existe une primitive P
de Q et une seule telle que P(«) = 0. Autrement dit, I’application linéaire P - D(P)
induit un isomorphisme de I’espace vectoriel des polynomes s’annulant au point o
sur Pespace vectoriel K[ X].

Assertion 1. — Puisque I’application D est linéaire, tout revient & montrer

quun polyndme P = S:ocx,,X " tel que D(P)= 0 est constant. Or
t o n=0
D(P) = Zna,,X "~1. donc, pour tout entier n > 1, na, = 0, et, puisque le
corps K ;s_tlde caractéristique nulle, o, = 0.
Assertion 2. — L’unicité de P résulte aussitdot de 1’assertion 1. Montrons
ensuite ’existence d’une primitive de Q = +zw p.X". Puisque K est de caracté-
n=0

ristique nulle, il existe pour tout entier naturel » un scalaire y, tel que
(n + 1y, = B,, et 7, est nul si n est strictement supérieur & d° (Q). Il est alors

+ 0

évident que le polyndme P, = Zy,,X n*1 est une primitive de Q telle que
n=0

P,(0) = 0.

Soit maintenant « un scalaire quelconque; le polyndme P, = P, — Py(x)
est une primitive de @ qui s’annule au point a.

REMARQUE. — Lorsque le corps K est de caractéristique p différente de zéro, la proposi-

tion précédente n’est pas valable : pour que le monéme X" admette une primitive, il faut et il
n+1

suffit que n ne soit pas congru a — 1 modulo p, auquel cas n + 1 est inversible dans K, et o

est une primitive de X",

PROPOSITION 1.27. — Dérivation des fractions rationnelles. — Soit K(X) le
corps des fractions rationnelles @ une indéterminée a coefficients dans K. Il existe
une dérivation D et une seule de I’algébre K(X) telle que

D(X) = 1.
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Pour toute fraction rationnelle R, la fraction rationnelle D(R) s’appelle
dérivée de R. L’endomorphisme D s’appelle dérivation canonique de I’algébre
K(X); cet endomorphisme prolonge la dérivation canonique de I’algébre K[X].

De plus, pour tout élément R de K(X), mis sous la forme R = P ,ouPet Q
sont des polynémes, Q étant non nul, Q
D(P)Q — PD

Pour effectuer la démonstration, nous noterons D, la dérivation canonique
de I’algébre des polynomes.

Unicité de D. — Par hypothése, pour tout couple (R, S) d’éléments de
K(X),

) D(RS) = D(R)S + RD(S).

Le raisonnement utilisé dans le cas des polyndmes (cf. prop. 1.23) montre
que, pour tout €lément P de K[X], D(P) = D,(P).
Considérons alors un polynéme non nul Q, et appliquons la formule (2)

au couple (Q, l) :

Q
1 1 1
p(og) =205+ 20(3):
Nous en déduisons que
= =
Q Q
car
p(eg) =DM =Dm=0 et D) =Dy
Soit maintenant R un élément de K(X), écrit sous la forme R = £, ou P

Y

et Q sont des polyndmes, Q étant non nul. En appliquant la formule (1) au

couple (P, é

€) D(R) =

) , nous obtenons la formule

D((P)Q — PDy(Q)
0* ’

ce qui montre I’unicité de D.
Existence de D. — Définissons D(R) par la formule (3), ce qui est licite :

en effet, on vérifie facilement que si R est écrite sous la forme R = £, , ou P’
et Q' sont des polyndmes, Q' étant non nul, Q

D,(P)Q — PD((Q) _ Dy(P)Q" — P'Dy(Q’)
QZ Q12 *

On vérifie ensuite que I’application D ainsi définie convient.
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PROPOSITION 1.28. — Propriétés de la dérivation des fractions rationnelles.

1. Pour tout couple (R, S) d’éléments de K(X), S étant non nul,

a’ D(‘g) _ D(R)S ;2 RD(S) .

2. Pour tout élément non nul R de K(X) et pour tout entier rationnel m,
4) D(R™) = mR™ "' D(R).

3. Pour toute suite (R, R,, ..., R,) d’éléments de K(X),

ne

(5) D(RR, ... R)=D>RR;, ... Ri_;D(R)Ri4; ... R

i=1

4. Pour tout couple (R, S) d’éléments de K(X) et pour tout entier naturel
non nul n,
(6) D"(RS) = C°D"(R)S + C!D""Y(R)D(S) + ...
+ CED""P(R)D?(S) + ... + C,RD"(S)
(formule de Leibniz).

5. Pour tout entier naturel non nul m, pour tout entier rationnel n et pour
tout scalaire o,

@) D'"(X—a)l=nn—-1)...(n—m+ 1)(X —a)' ™
6. Pour tout couple (R, S) d’éléments de K(X) tel que S ¢ K,
®) D(R > S) = [D(R) - S]D(S).

Les assertions 1 a 4 résultent des propriétés générales des dérivations
(cf. prop. 1.24).

L’assertion 5 se démontre par récurrence sur 1’entier m.

Assertion 6. — Lorsque R est un mon6me, la formule (8) se réduit a la
formule (4). Les applications R+> D(RoS) et R [D(R). S1D(S) étant
linéaires, la formule (8) en découle lorsque R est un polynéme. Lorsque R est

1 . .
de la forme —~, ou Q est un polyndme non nul, écrivons que

Q

D(Q)
o’

' 1 D(Q~° S) D(Q)- S
D(RoS)=D|—— | =—-— 2% =2 — _
(R S) (Qo s) (Q- S)? (00 S)?

= [D(R) = S1D(S).

D)= - 5)6s)



§ 7. DERIVATION DES POLYNOMES ET DES FRACTIONS RATIONNELLES 47

Enfin, si la formule (8) est vraie pour deux fractions rationnelles R, et R,,
il est immédiat qu’elle est vraie pour leur produit R, R,. Par suite, la for-
mule (8) est vraie pour toute fraction rationnelle R.

REMARQUE 1. — Tout scalaire substituable dans R est encore substituable
dans D(R). (Cela résulte aussitot de la formule (2).)

REMARQUE 2. — Degré et valuations de la dérivée d’une fraction rationnelle.
Soit R une fraction rationnelle a éléments dans K.

Le degré de R’ est inférieur ou égal a d° (R) — 1, avec égalité si d° (R) # 0.
Lorsque d°(R) =0, on écrit R=B + Ry, ou d°(R,)) <O0; alors
d°(R) = d°(Ry) — L

La valuation de R' en un point o de K est supérieure ou égale a v, (R) — 1,
avec égalité si v(R) # 0. Lorsque v (R) =0, on écrit R = R(«) + R,, ou
v(Ry) > 0; alors v,(R') = v(Ry) — 1.

La premiére assertion résulte facilement de la formule (1). Pour démontrer
la deuxiéme assertion, on prouvera d’abord, grice a la formule (1), que si la

valuation v,(R,) d’une fraction rationnelle R, est nulle, alors va(R'l) est posi-
tive. En supposant maintenant que n = v, (R) # 0, on écrira R sous la forme
R= (X — )Ry, ou v(R,) =0. Do R' = (X — )" '[nR, + (X — )R],
11 suffit alors de tenir compte des propriétés classiques des valuations.

REMARQUE 3. — On dit qu’une fraction rationnelle R est une primitive d’une
fraction rationnelle S si D(R) = S. Le probléme de I’existence des primitives
fait ’objet de I’exercice 67. Nous nous bornerons ici au résultat suivant :

PrOPOSITION 1.29. — Primitives d’une fraction rationnelle. — Soit K un
corps de caractéristique nulle. Alors les seules fractions rationnelles R telles
que D(R) = 0 sont les constantes. Si R, et R, sont deux primitives d’une méme
fraction rationnelle S, R, — R, est une constante.

Soit en effet R un élément de K(X) tel que D(R) = 0. Si R # 0, écrivons
. P .
R sous forme réduite R = 0 (cf. prop. 1.19). La relation D(R) = O entraine

la relation PD(Q) = QD(P). Supposons par I’absurde P non constant; il
en résulte que D(P) # 0 (cf. prop. 1.26); donc QD(P) # 0, et, par suite,
D(Q) # 0. Le polynome Q divise PD(Q), et est premier avec P; il divise
donc D(Q), ce qui contredit la relation d° (Q) = d° [D(Q)] + 1. Le polyndme P
est donc constant. La relation PD(Q) = 0 montre alors que Q est constant.

Pour calculer la dérivée d’un produit de plusieurs polyndmes ou fractions
rationnelles, on est amené 2 introduire la notion suivante :

DErFINITION 1.19. —  Dérivée logarithmique d’une fraction rationnelle. —
Etant donnée une fraction rationnelle R non nulle, on appelle dérivée logarithmi-
D(R)

R
(Cette terminologie sera justifiée au § 10 ; cf. prop. 1.42.)

que de R la fraction rationnelle
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PrROPOSITION 1.30. — Propriétés des dérivées logarithmiques.

1. Soient (Ry, R,, ..., R,) une suite d’éléments non nuls de K(X), et
(ny, 1, ..., n,) une suite d’entiers rationnels. Alors la dérivée logarithmique de

la fraction rationnelle R = | | Ry est donnée par la formule

p=1
DR) _ < D(Rp)
_—l = n

R = 2"F,

2. Soient R et S deux éléments non nuls de K(X). S’il existe un scalaire
non nul o tel que S = aR, alors R et S ont méme dérivée logarithmique. La réci-
proque est vraie lorsque le corps K est de caractéristique nulle.

Assertion 1. — La démonstration s’effectue par récurrence sur I’entier r,
en utilisant les formules (1) et (4).

Assertion 2. — La premiére partie est évidente. Réciproquement, supposons
D(R) _ D(S)
R S

que ; cette relation entraine que la dérivée de la fraction ration-

nelle 7 = %est nulle. Comme le corps K est de caractéristique nulle, la pro-

position 1.29 s’applique, ce qui prouve que T est une constante, évidemment
non nulle.

Exercices conseillés : 58 a 69.

§ 8. ETUDE LOCALE DES POLYNOMES
ET DES FRACTIONS RATIONNELLES

1. PARTIE PRINCIPALE D’UNE FRACTION RATIONNELLE
EN UN POINT

Nous allons appliquer la théorie des parties principales des fractions ration-
nelles (cf. § 6) relatives au polyndbme P = X — o, ou a € K.

DEFINITION 1.20. — Fractions rationnelles élémentaires. — Soit o un élé-
ment de K. On dit qu’une fraction rationnelle R a coefficients dans K est élé-
mentaire relativement a o si R est (X — a)-adique, c’est-a-dire s’il existe un
entier naturel m tel que (X — o)™ R soit un polynéme.

Toute fraction rationnelle R élémentaire relativement & a peut s’écrire
sous la forme R = (X — a)"*B, ol ne€ Z, et ou B est un polyndme premier
avec X — «, c’est-a-dire tel que B(«) # 0; une telle écriture est unique.
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Un polyndme P est élémentaire relativement 3 «. Nous savons d’ailleurs
(cf. cor. 1 de la prop. 1.4) que P peut s’écrire d’'une manicre et d’une seule

+ o
sous la forme P = z (X — a)". Plus généralement :
n=0
PRrROPOSITION 1.31. — Structure des fractions rationnelles élémentaires. —

Soit o« un élément de K.

1. Les fractions rationnelles élémentaires relativement a o constituent un
sous-espace vectoriel de K(X), et les fractions rationnelles (X — )", ou n par-
court Z, forment une base de ce sous-espace.

2. Les fractions rationnelles élémentaires relativement & o de degré stricte-
ment négatif constituent un sous-espace vectoriel du précédent. Ce dernier sous-
espace vectoriel est noté K,[X1; les fractions rationnelles (X — a)', ot n < 0, en
forment une base.

La proposition 1.22 se spécialise en la suivante :

PROPOSITION 1.32. — Partie principale d’une fraction rationnelle en un point.
Soit o un élément de K. Pour toute fraction rationnelle R, il existe un couple
(S, T) de fractions rationnelles et un seul tel que

R=S+T, SeKk,[X], v/(T)>=0.

La fraction rationnelle S ainsi définie est la partie principale de R relative a
X — a; on Pappelle plus simplement partie principale de R au point o, et on la
note Pr(R).

Cette partie principale s’écrit donc d’une maniére et d’une seule sous la forme

Pra (R) = z Y-r 1

reN¥* (X - a)’ .

Le scalaire y_ s’appelle résidu de R au point «, et se note Res,(R).
Pour tout élément o de K, I’application Res, est une forme linéaire sur I’espace
vectoriel K(X).

REMARQUE. — Les résidus jouent un réle important dans de nombreuses
questions (cf. par exemple exercice 67). Dans ces mémes questions, on utilise
parfois la notion de résidu & Iinfini d’une fraction rationnelle. On est amené
(cf. exercice 73) a la définition suivante :

On appelle résidu a I’infini d’une fraction rationnelle R, et on note Res(R),
le résidu a lorigine de la fraction rationnelle

1 1
R(Y)= - — R|=].
(1) Y? (Y)
L’application Res,, est une forme linéaire sur I’espace vectoriel K(X).

On notera que Res (R) est encore le terme constant de la partie enti¢re
de la fraction rationnelle — XR(X). En particulier, lorsque R est de degré
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strictement inférieur & — 1, son résidu a P’infini est nul; lorsque R est de degré
égal & — 1, son résidu a Pinfini est la valeur au point «© de — XR(X); enfin,
le résidu a I’infini d’un polyndme est nul.

La notion de partie principale peut se généraliser de la maniére suivante :

PropoOSITION 1.33. — Développement limité d’une fraction rationnelle en
un point. — Soient o un élément de K, et p un entier rationnel. Pour toute frac-
tion rationnelle R, il existe un couple (S,, T,) de fractions rationnelles et un seul
tel que

R=S,+ (X —af*'T, S,eK,,[X], v(T,) =0,

ou K, [X] désigne le sous-espace vectoriel de K(X) constitué des fractions
rationnelles élémentaires relativement @ o de degré inférieur ou égal a p. La
fraction rationnelle S, ainsi définie s’appelle développement limité a I’ordre p
de R au point a, et se note Pr, (R).

L’application Pr, , est un projecteur de K(X), dont I’image est le sous-espace
vectoriel K, ,[X].

(Lorsque p = — 1, on retrouve la proposition précédente.)

Unicité du couple (S, T,). — Par différence, tout revient & montrer que si R,
est une fraction rationnelle élémentaire relativement a « telle que d° (R,) < p,
et que v (R,) = p + 1, alors R, est nulle. Supposons par I’absurde que R,
soit non nulle : comme R, est élémentaire relativement & «, nous pouvons
écrire R, = (X — a)"B, ou ne€ Z, et ou B est un polynéme tel que B(x) # 0;
il en découle que v (R) =n=2p+ 1. Donc d°(R) =n+d°(B)=2p + 1,
d’ou la contradiction.

Existence du couple (S,, 7)) — Si v(R) = p + 1, le couple
(0, R(X — @) ?~1) convient. Dans le cas contraire, posons g = v,(R), et

écrivons R sous la forme R = (X — oc)";—; , ou A et B sont des polyndmes

premiers entre eux, et tels que A(x) # 0 et B(a) # 0. D’aprés I’identité de
Bezout (cf. prop. 1.18), il existe des polyndmes U et V tels que

(1) A=(X—oc)"““’U+\BI/Z_1 do(V)<p+1—agqg.
D’ou la relation

R=(X—af*' D4+ V(X—af, OFX-a)<p.

Le couple (V(X — )4, %]) convient visiblement.

REMARQUE 1. — Calcul des développements limités — Le calcul effectif de la partie prin-
cipale d’une fraction rationnelle R en un point «, ou, plus généralement, du développement
limité 4 ’ordre p de R au point «, se rameéne a la détermination d’un couple (U, V) de poly-
ndmes satisfaisant A la relation (1). Par la substitution X = « | Y, on voit qu’il suffit de
traiter le cas ol &« = 0, ce qui fait I’objet du sous-paragraphe 2. Le développement limité de R
au point « est aussi donné par la formule de Taylor, qui fait I’objet du sous-paragraphe 3.
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REMARQUE 2. — Opérations sur les développements limités. — On trouvera dans l’exer-
cice 56 des régles permettant de calculer les développements limités de produits, quotients,
composées et dérivées de fractions rationnelles. Ces régles peuvent souvent étre utilisées pour
le calcul pratique des développements limités.

2. BIVISION SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES

PrOPOSITION 1.34. — Division suivant les puissances croissantes. — Soient p
un entier naturel, A et B deux polyndmes a coefficients dans K, B étant tel que
B(0) = 1. Il existe alors un couple (Q, R) et un seul d’éléments de K[X] tel que

A =BQ + XP*'R, do(Q) < p.

Cela résulte aussitdt de I’identité de Bezout (cf. prop. 1.18), mais nous préfé-
rons donner une démonstration directe, applicable dans un cadre plus général,
et fournissant une méthode pratique d’obtention du couple (Q, R).

Unicité du couple (Q, R). — Soit (Q’, R’) un second couple d’éléments de
K[X], tel que A4 = BQ' + X?"'R, et d°(Q) < p. 1l en résulte que
B(Q' — Q) = X**}(R — R’); d’ou la relation :

vo(B) + vo(Q" — Q) =p + 1 + vo(R — R).

Comme vy(B) = 0, cela implique que vo(Q" — Q) = p + 1, ce qui impose
Q = Q’, car, dans le cas contraire, v(Q" — Q) < d°(Q' — Q) < p. Ainsi,
XP*1R = XP*1R, et enfin R = R’, puisque K[X] est un anneau intégre.

Existence du couple (9, R). — La démonstration se fait par récurrence des-
cendante sur la valuation de A ; elle fournit une méthode pratique d’obtention
de Q et de R.

Lorsque vg(4) > p + 1, nous écrivons 4 = X?*1C, et le couple (0, C)
convient visiblement. Soit donc # un entier naturel inférieur ou égal 4 p; suppo-
sons ’existence de (Q, R) établie pour tous les polyndmes de valuation stric-
tement supérieure a n, et considérons un polynéme A4 de valuation ».

Ecrivons A et B sous la forme suivante :

A= X"+ o X"+ ..+ 0, X", ol #0,
B=1 +BX  +...+BX"

Nous voyons que le polyndme 4, = 4 — o, X"B est de valuation stricte-
ment supérieure 3 n, et nous pouvons donc lui appliquer I’hypothése de récur-
rence : il existe un couple (Q;, R,) d’éléments de K[X] tel que

A, = BQ{ + X**'R,, et d° (@2,) <p.

Il en résulte que 4 = B(Q; + o, X™) + XP*1R,; le couple (Q; + o, X" R,)
convient donc.
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COROLLAIRE. — Soient p un entier naturel, A et B deux éléments de K[X],
B étant de valuation nulle. Il existe alors un couple (Q, R) et un seul d’éléments
de K[X] tel que

1) A=BQ+ XP*'R, e d(Q)<p

Les polynomes Q et R s’appellent respectivement quotient et reste a@ I’ordre p de
la division de A par B suivant les puissances croissantes.

REMARQUE 1. — Soient 4 et B deux polynémes, B étant de valuation nulle. Si p et n sont
deux entiers naturels tels que p > n, on obtient le quotient Q, de A par B d Pordre n en
supprimant dans le quotient Qp de A par B a I’ordre p les termes de degré strictement supérieur
an.

Divisons en effet A par B a I’ordre p :

4=BQ,+ X*"'R,, d%Q) <»p,

et écrivons Qp sous la forme Qp =Q,+X HHR;.' Nous obtenons la relation
_ ’ +1 ’ — ’
A= BQ,+ X""(BR, + X* "R ), d°(Q;)<n

par unicité, le polynéme Q, est donc égal a Q,.

REMARQUE 2. — De la méme fagon, on montre qu’on ne change pas le quotient de 4 par
B A Pordre p en ajoutant 3 4, ou & B, un polynéme de valuation strictement supérieur a p.
I1 en découle que pour calculer ce quotient, on peut supprimer dans A et B les termes de degré
strictement supérieur @ p. -

REMARQUE 3. — Ea pratique de la division suivant les puissances croissantes
s’en déduit :

— On ordonne A4 et B suivant les puissances croissantes, on place 4 au
dividende, en laissant des vides pour les degrés manquants inférieurs ou égaux

a p, et on place B au diviseur.
— Le premier terme du quotlent est L X,

— On écrit le polynome X"B en dessous du polyndme A4, et on le retran-

Bo

che de A; on obtient ainsi 4.

— On répéte ces opérations jusqu’a obtention au dividende d’un poly-
nome de valuation strictement supérieure a p; mettant X?*! en facteur dans ce
polyndme, on obtient le reste a I’ordre p, tandis que le quotient est écrit & son
emplacement traditionnel.

EXeEMPLE. — Division suivant les puissances croissantesde 4 =1 + XparB=1 4+ X + X2
a ordre 4.

1+ X 14+ X 4+ X2
14+ X4 X2 1 — X2+ X3
— X2
— X2 — X8 — X4
X3 + Xt
X3 4 X4+ X5
- X°

Le quotient Q4 est donc 1 — X2 4 X3, et le reste R, est — 1.
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REMARQUE 4. — Calcul des parties principales d’une fraction rationnelle. —
Comme il a été annoncé, on peut déduire du théoréme de division suivant
les puissances croissantes une méthode pratique de recherche des parties
principales d’une fraction rationnelle :

Soient R une fraction rationnelle, et o« un pole d’ordre n de R.

— On effectue dans la fraction R(X) la substitution X = o + Y. On obtient
ainsi une fraction rationnelle R,(Y), écrite sous la forme

P(Y)

Rl(y) = Yn_Q(i;j’

ou P0)#0 et Q(0) # 0.

— On procéde a la division de P par Q suivant les puissances croissantes de Y
jusqu’a Pordre n — 1; on obtient donc des polynomes U et V tels que

P = QV + Y"U, d@)<n-1
— Le polynome V peut s’écrire sous la forme
V=8 +B1Y+ ...+ 87"

Dans ces conditions, la partie principale Pr,(R) de R au point o est donnée par
la formule

_ ﬂn ﬂn—l ﬂl
Pr“(R)_(X—oz)”+(X—oz"_1 + ...+ Y3

ExempLE. — Recherche de la partie principale au point 1 de la fraction rationnelle a coeffi-

cients complexes
1

RO = —pa+x

— Substituons 1 + Ya X :
1

RO =R+ D=y rnar »-

— Divisons 1 par (2 + Y)(1 + Y)= 2 + 3Y + Y? suivant les puissances croissantes de Y
a I’ordre 2; le quotient ¥ est donné par la formule

1 1 3 1 7 1
Pr,(N=5 =5 —7" +§X,Tl

REMARQUE 5. — Cas d’un pdle simple. — Lorsque o est un pdle simple de R,
le procédé précédent fournit la régle qui suit :

Soit R une fraction rationnelle admettant o pour pole simple, écrite sous la
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P

forme R = X =00’ ou P(x) # 0, Q(x) # 0. La partie principale de R au
point o est donnée par la formule
_ Pl 1
Pr,(R) = 0@ ¥—ao

REMARQUE 6. — En pratique, la méthode de recherche de la partie princi-
pale d’une fraction rationnelle R en un point o que nous venons d’exposer est
recommandable lorsque le pdle a est mis en évidence, c’est-a-dire lorsqu’il
est trés simple d’écrire R sous la forme

-
(X —-0'Q’

Dans le cas contraire, on utilisera plutot une méthode déduite de la formule de
Taylor, qui fait ’objet du sous-paragraphe suivant.

R P(x) # 0, O(x) # 0.

3. FORMULE DE TAYLOR

THEOREME 1.9. — Formule de Taylor pour un polynéme a une indéterminée.
Soient K un corps de caractéristique zéro, P un élément de K[X], et o un élément
de K. Alors :

P = Jg[D"(P)](oc)- Q{E_# (formule de Taylor).

p=0

Bien entendu, le second membre a un sens, puisque [D?(P))(x) est nul dés que p
est strictement supérieur & n = d° (P).

Nous savons déja que les polyndmes 1, X — o, ..., (X — a)?, ..., forment
une base de I’espace vectoriel K[X]. Le polynome P s’écrit donc de maniére
unique sous la forme

+ o0
1) P= > B, (X— P, ob,pourtout peN, f,ek.
p=0

Ainsi, tout revient  calculer les scalaires f,. Pour calculer 8, oli ¢ est un entier
naturel donné, dérivons g fois 1’égalité (1) en tenant compte des formules
suivantes :

si qg>p, DUI(X — a)’] =0

!
si g<p  DUX-afl= s (X -

D’ou la relation

DAP) = 3By ol (X = o
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En substituant dans cette é€galité le scalaire « a I’indéterminée X, nous obte-
nons la relation

[DA(P))(2) = By*q!

Le corps K étant de caractéristique zéro, il en découle que

1
B, = 71 [D4(P)](),
ce qu’il fallait démontrer.

COROLLAIRE 1. — Formule de Maclaurin. — Pour tout élément P de K[X],

P = P(0) + [D(P)](0)- lé,i + ... + [D*(P)](0) 12)(7 + ... + [D"(P)](0)- ;X-;,

ou n désigne le degré de P.

COROLLAIRE 2. — Critére de multiplicité d’une racine d’un polynéme. —
Soient K un corps de caractéristique zéro, P un élément non nul de K[X], « un
élément de K, et m un entier strictement positif. Pour que o soit racine d’ordre m
du polynéme P, il faut et il suffit que

P =0, [DP)®)=0,..., [D"'(P)x) =0, et [D"(P))(x) # 0.

Puisque P est non nul, la formule de Taylor montre qu’il existe un entier p
tel que [DP(P))(x) # 0. Désignons par r le plus petit des entiers p tels que
[DP(P))(«) # 0. La formule de Taylor appliquée au polynéme P montre aussitot
que P est de la forme

P=(X—-—a)yQ, ol O(x) # 0.

L’entier r est donc égal a la valuation v,(P) de P au point a. Par définition de
I’ordre de multiplicité d’une racine, pour que « soit racine d’ordre m de P, il
faut et il suffit que v, (P) = m, donc que m = r, ce qu’il fallait démontrer.

La formule de Taylor fournit le développement limité d’un polynéme P
en un point « a tout ordre. Une formule analogue fournit le développement
limité d’une fraction rationnelle en un point :

THEOREME 1.10. — Formule de Taylor pour une fraction rationnelle a4 une indé-
terminée. — Soient K un corps de caractéristique zéro, R un élément de K(X),
o un élément de K substituable dans R, et p un entier naturel. Alors le développe-
ment limité Pr, ,(R) a Pordre p de la fraction rationnelle R au point « est donné
par la formule suivante :

P r
Pr,.,(R) = > [D(R]@) Z2.

r=0
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Autrement dit, il existe une fraction rationnelle T, telle que

)

R= Z[D’(R)](a) + (X ="', 0(T) =0

Cette derniére formule s’appelle formule de Taylor a Iordre p appliquée a la
fraction rationnelle R au point o.

Nous savons déja (cf. prop. 1.33) que R peut s’écrire d’une maniére et
d’une seule sous la forme

M) R= 3 B(X —af + (X — ap*'T,,

ou v,(T,) = 0, et ou, pour tout r € [0, p], B, € K.

Pour calculer 8, ou g est un entier donné, g € [0, p], on dérive g fois 1’éga-
lité (1), et I’on substitue ensuite le scalaire a a I’'indéterminée X. On obtient
la formule

[DA(R)®) = B,q'!

Le théoréeme s’en déduit, puisque K est de caractéristique zéro.

COROLLAIRE. — Calcul du développement limité a 1’ordre p d’une fraction
rationnelle en un point. — Soient K un corps de caractéristique zéro, R un élé-
ment de K(X), o un péle de R d’ordre n, et p un entier rationnel supérieur ou égal

P
d — n. Soit enfin Pr, (R) = z (X — &) le développement limité a I’ordre p
r=-—n
de la fraction R au point o. Alors, pour tout entier r € [— n, p], le scalaire 7y,
est donné par la formule suivante :

Ve = [D""((X — )" R)](®).

(n+ r)!

En particulier, le résidu de R au point o est donné par la formule

Res, (R) = 7- i [0 (X — )" B)](@).

_ 1
-1
Il suffit d’appliquer le théoréme & la fraction rationnelle R, = (X — «)"R.
Lorsque p = — 1, le corollaire précédent fournit une méthode de calcul de la
partie principale d’une fraction rationnelle en un point. Le probléme pratique
qui se pose alors est d’expliciter les dérivées successives de (X — a)"R; c’est
ce que nous allons faire maintenant dans quelques cas particuliers :

EXEMPLE 1. — Calcul dey_,. — Soit R une fraction rationnelle admettant o

pour pole d’ordre n, écrite sous la forme R = — , ont P(¢) # 0. Le coefficient y_,

Q
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de X ! v dans la partie principale de R au point o est donné par la formule
-0
suivante :
P(a)
VY-n="n ! T o L
[D(Q)](=)

En effet, y_, = [R(X — «)")(«). Or, « étant une racine d’ordre n de Q, la
formule de Taylor au point « appliquée au polyndme Q montre que Q peut
s’écrire sous la forme Q@ = (X — «)"Q,, ou @, est un polyndme tel que

Q@) = n—l' [D"(Q)](«). Le résultat annoncé en découle aussitot.

En particulier, si o« est un pole simple de R, la partie principale de R au
point o est donnée par la formule suivante :

P) 1

Pr,(R) = 0@ T—ao

P(x)
Q')
En pratique, la formule précédente est & recommander lorsque le facteur

X — o n’est pas en évidence dans le dénominateur Q de R. A titre d’exemple,
on pourra calculer les parties principales de la fraction rationnelle a coefficients

le résidu de R au point o est donc égal a

complexes 1

EXEMPLE 2. — Cas d’un pdle double. — On pourra, a titre d’exercice, démon-
trer que si o est un pdle double d’une fraction rationnelle R, écrite sous la

forme R = £, ou P(x) # 0, alors

Q

= P() et

3pP’ " — P "
= yy =2 - 2O - PHETE)

Q'(2)?

2,
3
Exercices conseillés : 70 a 73.

§ 9. CORPS ALGEBRIQUEMENT CLOS

1. CORPS ALGEBRIQUEMENT CLOS

Comme nous I’avons déja constaté, les propriétés de divisibilité pour un
polyndme P se simplifient considérablement lorsque P est scindé sur K. Nous
sommes ainsi amené a poser la
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DEFINITION 1.21. — Corps algébriquement clos. — On dit qu’un corps com-
mutatif K est algébriquement clos si tout polynéme non constant a coefficients
dans K admet au moins une racine dans K.

REMARQUE. — Tout corps algébriquement clos est infini. — En effet, pour

q
tout corps fini K ayant g éléments a4, o, ..., &, le polyndme [ J(X — «;) + 1
i=1
n’a pas de racine dans K.

L’intérét de la notion de corps algébriquement clos apparait dans les deux
propositions suivantes :

ProprosIiTioN 1.35. — Polynomes irréductibles & coefficients dans un corps
algébriquement clos. — Les seuls polynomes irréductibles a coefficients
dans un corps algébriquement clos sont les polynomes de degré 1.

Nous savons déja que, pour tout corps K, un polyndme de degré 1 est irré-
ductible. Supposons maintenant K algébriquement clos, et montrons qu’un
polyndme P de degré n > 1 n’est pas irréductible : P étant non constant, il
existe un élément o de K tel que P(x) = 0; le polyndme P est donc divisible
par X — a, c’est-a-dire qu’il existe un polyndme Q tel que P = (X — «)Q.
Puisque d° (Q) = n — 1 > 0, le polyndme P n’est pas irréductible.

REMARQUE. — Réciproquement, si tout polyndme a coefficients dans un
corps K irréductible sur K est de degré 1, alors K est algébriquement clos.

Cela résulte aussitdt du théoréme 1.6 (décomposition en facteurs irréduc-
tibles).

PROPOSITION 1.36. — Décomposition en facteurs irréductibles pour un
polyndéme a coefficients dans un corps algébriquement clos. — Soit K un corps
algébriquement clos. Alors tout polynome a coefficients dans K est scindé sur K.

Autrement dit : soient A un polynéme non constant @ coefficients dans
K, oy, 0,, ...,0 les racines de A dans K, ny, n,, ..., n, leurs ordres de multi-
plicité, et B le coefficient dominant de A. Alors

A= ﬁﬁ(X — )"
r=1

Cette décomposition n’est autre que I'unique décomposition en facteurs irréduc-
tibles de A, c’est-a-dire que pour tout p € [1,r), n, est égal a la valuation de A
au point o,

Cette proposition résulte aussitot de la précédente et du théoréme 1.6.

COROLLAIRE. — Critére de divisibilité. — Soient K un sous-corps d’un corps K’
algébriguement clos, A et B deux polynémes non nuls a coefficients dans K. Pour
que B divise A dans K[X], il faut et il suffit que, A et B étant considérés comme
éléments de K'[X], toute racine d’ordre p de B soit racine de A avec un ordre de
multiplicité supérieur ou égal a p.
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En effet, pour que B divise 4 dans K[X], il faut et il suffit que B divise 4
dans K'[X] (cf. cor. 2 du th. 1.4). L’assertion résulte alors du corollaire 1 du
théoréme 1.6.

Nous étudions maintenant les fractions rationnelles a coefficients dans un
corps algébriquement clos.

DEFINITION 1.22. — Eléments simples. — Soit K un corps algébriquement clos.
On appelle éléments simples (a coefficients dans K) les fractions rationnelles a
coefficients dans K des types suivants :

a) les monomes XP, ou p € N;

1
b) les fractions rationnelles ———, ott o € K, et n € N*,
(X — o)
THEOREME 1.11. — Décomposition des fractions rationnelles en éléments

simples (cas d’un corps algébriquement clos). — Soit K un corps algébriquement
clos. Alors les éléments simples a coefficients dans K forment une base de I’espace
vectoriel K(X) des fractions rationnelles a coeﬁ‘icients dans K.

Autrement dit : tout élément R de K(X) peut s’écrire d’une maniére et d’une
seule sous la forme

1
R z,prp + Z ﬂa,n(X_ o

aeK,neN*

ou, pour tout p € N, y, € K, et o pour tout & € K et pour tout ne N*, B, €K,

Cette décomposition s’appelle décomposition sur K de R en éléments simples.
+ o0

De plus, le polynéme Z v, X n’est autre que la partie entiére Pr(R) de la
p=0

fraction rationnelle R, tandis que pour tout élément « de K, la fraction ration-

nelle Z B, "t 1 % ——— n’est autre que la partie principale Pr,(R) de la fraction

neN* — &
rationnelle R au pomt o.
Ainsi,

R =Pry(R) + > Pry(R).

aeK

Explicitons d’abord le théoréme 1.8 dans le cas des corps algébriquement
clos : I’espace vectoriel K(X) est somme directe du sous-espace K[X] et de la
famille des sous-espaces K,[X], ol « parcourt K. (Rappelons que K,[X] désigne
I’ensemble des fractions rationnelles élémentaires relativement & « de degré
strictement négatif.) De plus, la famille constituée de ’application Pr,, et des
applications Pr,, ol o parcourt K, n’est autre que la famille des projecteurs
associée A la décomposition de K(X) en la somme directe précédente.

Or, les mondmes XP?, ou p parcourt N, forment une base de I’espace
vectoriel K[X], tandis que pour tout élément « de K, les fractions ration-
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nelles _A_’—l—);' , ou n parcourt N*, forment une base de I’espace vectoriel K,[X].
—

Le théoréme s’en déduit aussitot.

COROLLAIRE. — Formule des résidus. — Soit K un corps algébriquement clos.
Alors, pour toute fraction rationnelle R a coefficients dans K,

(1) Res,, (R) + > Res, (R) = 0.

aekK

Gréce a la linéarité des applications Res, et Res,, il suffit de prouver la
formule (1) d’une part lorsque R est un polyndme, cas ou elle est évidente,
d’autre part lorsque R est de degré strictement négatif’; alors

R= > Pr(R).

ack

Il en découle que le degré de la fraction rationnelle

1
S=R— > Res,(R)

ac K

est strictement inférieur & — 1. Le résidu a Pinfini de S est donc nul; or,

Res,, (S) = Res,, (R) — > Res, (R) Res,, (73_—(1) = Res,, (R)+ > Res, (R),

aceK aekK

ce qui achéve la démonstration.

EXEMPLE. — Soit R une fraction rationnelle a coefficients dans un corps
algébriquement clos. On suppose R non constante, et décomposée en facteurs
irréductibles :

R=B] (X — a)=®,

aek

’

r o, ry s . R r
La décomposition en éléments simples de R est alors donnée par la formule :

= Zva(R)Xl_a.

aek

| X

Pratique de la décomposition en éléments simples. — Pour décomposer une
fraction rationnelle R en éléments simples, on cherche d’abord les poles de R
et leurs ordres de multiplicité, et I’on écrit a priori la décomposition de R avec
des coefficients indéterminés. Etant assuré de I’existence et de ’unicité de ces
coefficients, on les calculera par toute méthode semblant avantageuse. Une
méthode générale consiste a calculer la partie entiere de R et la partie princi-
pale de R en chacun de ses poles, comme il a été expliqué plus haut. On peut
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aussi substituer 4 I’indéterminée X des scalaires convenablement choisis. Cette
derniére méthode ne présente un intérét que lorsqu’on a déja calculé tous les
coefficients sauf un ou deux. (Sinon, on est conduit a des systémes d’équations
linéaires inextricables.) On notera enfin que la formule des résidus (cf. cor.
du th. 1.11) fournit une relation linéaire liant les coefficients en question.

Lorsque R est une fraction paire, ou impaire, les coefficients de la partie
principale de R au pdle — « sont liés simplement aux coefficients de la partie
principale de R au pole « : il suffit d’écrire la décomposition de R en éléments
simples, de substituer — X 4 X dans cette formule, et d’utiliser ’unicité de la-
dite décomposition.

Lorsque R est de la forme P-(SoT), ot PeK[X]et ou S et T sont deux
éléments non constants de K(X), il peut &tre commode, pour décomposer R
en éléments simples, de décomposer d’abord S en éléments simples. On est
alors ramené 4 décomposer en éléments simples des fractions rationnelles des

types suivants : PT", ou n€ N, et (7£—); ou o est un pdle d’ordre p de S.
—a

Cette méthode est utilisée dans les développements eulériens; cf. exercice 54.

2. THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE

THEOREME 1.12. — Théoréme fondamental de ’algébre (d’Alembert-Gauss).
Le corps des nombres complexes est algébriguement clos.

Autrement dit : pour tout polyndme P a coefficients complexes non cons-
tant, il existe un nombre complexe « tel que P(a) = 0.

Ce résultat fondamental a été énoncé par d’Alembert. Beaucoup plus tard, Gauss donna
plusieurs démonstrations de ce théoréme, toutes de grand intérét mathématique. Celle que
nous exposons ici lui est due, ainsi que celles qui utilisent la théorie des extensions algébri-
ques (cf. Algebre III), et celle qui utilise la théorie des fonctions holomorphes (cf. Analyse III).
Les autres démonstrations restent en dehors du cadre de cet ouvrage.

Soit en effet P un polyndme a coefficients complexes, de degré n = 1. Nous
pouvons nous ramener au cas ou P est unitaire :

P=X"+a,_ X"V 4 ... + a.

Nous écartons enfin le cas trivial ou a, = 0.
La démonstration comporte alors deux étapes :

1. On prouve qu’il existe un nombre complexe « tel que pour tout nombre
complexe z, | P(z) | = | P(x) |.
2. On prouve qu’un tel élément a est une racine de P.

1. Existence d’un minimum pour la fonction z\» | P(z) |. Considérons
’application f de C dans R, qui & tout nombre complexe z associe | P(z) |.
Cette application est continue sur C, comme module d’une fonction poly-
nomiale (cf. § 1.5.5).
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a) En utilisant I’inégalité triangulaire, nous voyons que pour tout nombre
complexe z,

f@=|z|" - ZI%IIZI”

Introduisons donc I’application g de R, dans R qui a tout nombre réel posi-
tif x associe le nombre réel

n—1
gx) =x"— > |, |-xP.
p=0

Ainsi, pour tout nombre complexe z, f(z) = g(| z |).

D’autre part, il est immédiat que g est une fonction numérique tendant
vers + oo lorsque x tend vers + oo. Il existe donc un nombre réel strictement
positif a tel que, pour tout nombre réel x > a, g(x) > | «, |. En résumé, la
relation | z | > a implique la relation

(D f(2) > | ag .

b) Le disque fermé By(a) de centre 0 et de rayon a est une partie compacte
de C (théoreme de Borel-Lebesgue; cf. th. 1.5.4). Par suite, sur cette partie, la
fonction f admet une borne inférieure, qu’elle atteint en un point o de ce com-
pact (cf. cor. 2 du th. 1.5.10). II est clair que

) f(@ = inf f(z) <f(0) =]l

zeBg(a)

¢) Il découle aussitot des relations (1) et (2) que pour tout nombre complexe z,
f(2) = f(x). Autrement dit : pour tout nombre complexe z, | P(z) | = | P() |-

2. Un tel élément o est une racine de P. Supposons par I’absurde que P(x)
soit non nul.

a) Considérons le polyndme Q défini par la formule

1
P@)

Le polyndme Q est de degré n, Q(0) = 1, et, pour tout nombre complexe z,
| O(z) | = 1. Le polyndme Q s’écrit donc sous la forme

OX)=1+B,X+ ... +B,X"

ou, pour tout pe[l,n), B,€C, et ou B, # 0.
Désignons par m le plus petit des entiers p tels que B, # 0. Puisque 8, # 0,
il existe un nombre complexe y non nul tel que y™ = — B, (cf. cor. du th. 1.6.13).

O(X) = =—P(X + a).

b) Considérons alors le polyndme R défini par la formule

wo-of3)
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Le polyndme R est de degré n, R(0) = 1, et, pour tout nombre complexe z,
| R(z) | = 1. De plus, le polyndme R s’écrit sous la forme
R(X)=1- X"[1 + S(X)],
ou S est un polynéme tel que S(0) = 0.
c) En utilisant I’inégalité triangulaire, nous voyons que, pour tout 1'10mbre

téel x € [0, 1],
| Rx)| <1 —x"+ x"|S()]|.

Puisque S(0) = 0, il existe un nombre réel strictement positif  tel que, pour
tout point x de [0, ], | S(¥) | < ;

Ainsi, pour tout point x de ]J0, r’], ou r’ = inf (1, r),

lR(x)|<1—§<1,

ce qui contredit ’hypothése.

COROLLAIRE 1. — Les seuls polynomes irréductibles a coefficients complexes
sont les polynomes de degré 1.

COROLLAIRE 2. — Tout polynéme a coefficients complexes est scindé sur C.

3. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES
A COEFFICIENTS REELS OU COMPLEXES

Nous allons d’abord montrer que I’involution canonique z - z de C per-
met de définir une involution sur C[X], et sur C(X).

PROPOSITION 1.37. — Involution canonique de C [X], et de C (X).

+
1. L’application ¢ qui a tout polynéme a coefficients complexes P = Z o, X"
+ 00 n=0
associe le polynome P = Za,,X " est un automorphisme involutif de I’anneau
n=0

unitaire C[X]. On dit que les polynémes P et P sont conjugués.

2. L’automorphisme ¢ se prolonge d’une maniére et d’une seule en un auto-
morphisme Y du corps C(X). L’automorphisme \ est involutif, et laisse inva-
riante toute fraction rationnelle & coefficients réels.

Si un élément R de C(X) est mis sous la forme R = g, ou P et Q € C[X],

Q # 0, I’élément Yy(R), noté encore R, est donné par la formule

(D R =

Q| ~!

On dit que les fractions rationnelles R et R sont conjuguées.
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3. Pour tout élément R de C(X), d° (R) = d°(R), et pour tout nombre com-
plexe o, la valuation au point o de R est égale a la valuation au point o de R.

Ainsi, lorsque R admet o pour racine (resp. pour péle), R admet « pour racine
(resp. pour péle), avec le méme ordre de multiplicité.
4. Soient R un élément de C(X), o un nombre complexe, et p un entier ration-

nel. Alors les développements limités a ordre p de R au point o et de R au point o
sont liés par la formule

Pr; (R) =Pr, (R).

5. Pour tout élément R de C(X),
D(R) = D(R).

Assertion 1. — 11 est évident que @(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q), et que
o(PQ) = ¢o(P): ¢(Q) lorsque P et Q sont des mondmes. Nous en déduisons
que cette derniére formule est valable lorsque P et Q sont des polynomes quel-
conques. L’application ¢ est donc un endomorphisme de I’anneau C[X];
comme ¢ est involutif, c’est méme un automorphisme de cet anneau.

Assertion 2. — L’unicité de y est immédiate : écrivons en effet un élément R

de C(X) sous la forme R = E, ou Pet QeC[X], Q # 0. Alors y(R) est

Q
nécessairement donné par la formule
_W(P) _o(P)
VR =50~ 0@

Existence de . — Considérons un autre couple (P’, Q') d’éléments de C[X]

4

tel que Q' # 0, et que R = Ii, De la relation PQ’' = P’Q nous déduisons

Q
ue PQ' = P’Q, et donc que
QP) _oF)
o(Q) Q)
La fraction rationnelle (pg Q)) ne dépend donc que de R; nous pouvons donc
définir Y par la formule (1) :
o(P)
R
YR = 0@

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ¥ est un automorphisme invo-
lutif du corps C(X) qui prolonge ¢.

Assertion 3. — 1l est évident que d° (R) = d° (R). Soit maintenant « un
nombre complexe; par définition de v, (R), il existe des polyndOmes P et Q,
0 # 0, tels que

=X - a)ua(R) f

0’ P(o) # 0, () # 0.
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Il en résulte que
R=(X—)™=®

’

Q| ™

et que P(a) = P(x) # 0, O(x) = Q(2) # O.
Par définition de la valuation de R au point a,
v-(R) = v (R).
Assertion 4. — 11 suffit d’écrire la relation de définition du développement
limité & ’ordre p de R au point « (cf. prop. 1.33), de conjuguer cette relation,

et d’utiliser 'unicité du développement limité de R au point .
Assertion 5. — Il est immédiat que pour tout élément P de C[X],

D(P) = D(P).
Considérons alors un élément R de C(X), et écrivons-le sous la forme R = g ,

P et Qe C[X], QO # 0. La relation cherchée découle aussitot de la formule
D(P)Q — PD(Q)

D(R) =
(R) 0?

COROLLAIRE. — Cas ou les coefficients sont réels. — Soit R une fraction

rationnelle @ coefficients réels.
1. Lorsque R admet un nombre complexe o pour racine (resp. pour péle),

R admet o pour racine (resp. pour péle) avec le méme ordre de multiplicité.
2. Les poles complexes de R sont conjugués deux a deux, et la partie princi-

pale de R au point « est la conjuguée de la partie principale de R au point o.
REMARQUE. — Cette derniére assertion permet de réduire les calculs intervenant dans la

recherche de la décomposition sur C d’une fraction rationnelle 3 coefficients réels en éléments

simples.
Voici un exemple de décomposition sur C en éléments simples qui utilise les diverses remar-

ques précédentes :
EXEMPLE. — Décomposition sur C en éléments simples de la fraction rationnelle
Xt +1

R=merxroRee—xF 10
Le degré de R est égal 3 — 4, donc la partie entiére est nulle. La fraction R admet quatre
dl

pdles doubles, a savoir j, — j, j% et — j2.
On écrit a priori la décomposition de R en éléments simples :
a a b b’ c c d
k=ag—ptxitorptrta-mty—r2 @+ T x+p
b.

La remarque précédente montre que ¢c = a, ¢’ = a’,d =b,d’ =
CHAMBADAL ET OVAERT. — Cours de mathématiques. Algébre II.
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En utilisant le fait que R est une fraction paire, on voit que b = a, et que b’ = — 4.
Il reste donc a calculer a et a’.
Le scalaire a s’obtient en multipliant R par (X — j)?, et en substituant j 3 X : on trouve
. . 1
ainsi =,
nsi que a = -
Pour calculer ¢’ = « + if, ol «, B € R, on substitue d’abord 0 3 X dans R, ce qui fournit

la relation — 24’j2 — 24’j = %, ou encore
= 7
o — B'\/3 = '1—2 .
Pour trouver une deuxi®me relation liant o et 8, on peut calculer la valeur a I’infini de la frac-

. oo . . |
tion X2R : on voit ainsi que 24’j + 24j2 = — 3 soit

AN =

a +BV3 =

é 4 —_— e — —_— '.
On en déduit que a 3 73 i

Exercices conseillés : 46 a 55.

Nous examinons enfin les conséquences du théoréme fondamental de 1’alge-
bre relatives aux polyndmes et fractions rationnelles a coefficients réels :

PROPOSITION 1.38. — Polyndmes irréductibles sur R. — Les seuls polynémes
a coefficients réels irréductibles sur R sont :

a) les polynomes de degré 1;

b) les polynémes du second degré dont le discriminant est strictement négatif.

(On appelle discriminant d’un polynéme du second degré aX? + BX + y
le scalaire B2 — 4ay.)

I1 est clair que les polyndmes du type précédent sont irréductibles sur R
(cf. prop. 1.4.74). Considérons, réciproquement, un élément P de R[X] irré-
ductible sur R, de degré »n > 2. Ce polyndme, considéré comme élément de
C[X], admet une racine complexe a. Le nombre « n’est pas réel : sinon, P serait
divisible par X — a, et ne serait donc pas irréductible. D’apres le corollaire de
la proposition 1.37, P est divisible par X —a dans C[X];les deux polyndmes X —a
et X — a étant premiers entre eux, (X — a)(X — o) divise P dans C[X]
(cf. cor. 2 du th. 1.6). Le polyndme (X — «)(X — «), étant & coefficients réels,
divise donc P dans R[X](cf. cor. 2 du th. 1.4). Comme P est irréductible sur R,
il existe un nombre réel B tel que P = B(X — a)(X — a), ce qu’il fallait prouver.

COROLLAIRE. — Décomposition en facteurs irréductibles sur R. — Soient
P un polynéme non nul a coefficients réels, o, a,, ..., o, les racines réelles de P,
my, My, ..., m, leurs ordres de multiplicité, B, B,, ..., By B1> B2 .-, B, les

racines complexes non réelles de P, ny, n,, ..., ngleur ordre de multiplicité, et y
le coefficient dominant de P. Alors

P =] [(X = oy T [(X2 — 2Re (B)X + | B, |)™.
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Cette décomposition n’est autre que la décomposition de P en facteurs irréduc-
tibles sur R.

En particulier, tout polynome a coefficients réels est produit d’une famille
finie de polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 2.

REMARQUE. — La proposition précédente permet aussi de définir les éléments simples
sur le corps des réels, et de traiter complétement le probléme de la décomposition sur R des
fractions rationnelles & coefficients réels en éléments simples; on pourra se reporter a ’exer-
cice 44.

Exercices conseillés : 37 et 38.

§ 10. SERIES ENTIERES FORMELLES

1. SERIES ENTIERES FORMELLES

DErFINITION 1.23. — Algébre des séries enti¢res formelles. — Soient K un
corps commutatif, et KN Pespace vectoriel des suites d’éléments de K. L’appli-

cation bilinéaire de KN x KN dans KN qui aux suites (o,) et (B,) associe la
suite (y,) déterminée par la formule

Y= 2 @B,

ptq=n

définit sur KN une structure de K-algébre. Cette algébre s appelle algébre des
séries entiéres formelles a une indéterminée a coefficients dans K, et se note S(K).

Soit A = (a,) une série entiére formelle. Les scalaires o, s’appellent coefficients
de A.

L’algébre S(K) est évidlemment commutative, et elle admet pour élément
unité le polyndme 1. L’algébre P(K) des polyndomes a coefficients dans K est
une sous-algebre unitaire de S(K), différente de S(K). C’est pourquoi S(K) se
note K[[X]] lorsque P(K) se note K[X].

DEFINITION 1.24. — Valuation d’une série entiére formelle. — Soit A = («,)
un élément de K[[X]].

— Si A est non nul, on appelle valuation de A le plus petit des entiers n tels
que o, soit non nul.
— Si A est nul, on appelle valuation de A I’élément + .

La valuation d’une série entiére formelle A se note vy(A); c’est un élément
de N, différent de — .

PrOPOSITION 1.39. — Valuation d’une somme, valuation d’un produit. —
Soient A et B deux éléments de K[[X]], et a un élément de K*. Alors

vo(4 + B) = inf [vy(4), vo(B)],
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avec égalité si vy(A) # vo(B);

vo(ad) = vo(A)
vo(AB) = vo(A) + vo(B).

COROLLAIRE. — S0it n un entier naturel. L’ensemble des séries entiéres for-
melles de valuation supérieure ou égale @ n est un idéal de I’algébre K[[XT]],
admettant pour sous-espace vectoriel supplémentaire I’ensemble des polynémes
de degré strictement inférieur a n.

DEFINITION 1.25. — Troncatures d’une série entiére formelle. — Soit p

un entier naturel. On appelle troncature a lordre p Papplication T, qui @ tout
p
élément A = (o,) de K[[X]] associe le polynome zoc,,X i

n=0

PROPOSITION 1.40. — Propriétés de la troncature. — Soit p un entier naturel.
La troncature T, est un endomorphisme de I’espace vectoriel K[[X]], dont I'image
est contenue dans K[X], et dont le noyau est I'idéal 3, de K[[X]] constitué des
séries entiéres formelles de valuation strictement supérieure a p.

Ainsi, P’intersection des noyaux des endomorphismes T, ou p parcourt N,
est réduite & { 0 }. Autrement dit, pour que deux éléments 4 et B de K[[X]]
soient égaux, il faut et il suffit que, pour tout entier naturel p, T(4) = T,(B).

COROLLAIRE 1. — Critére d’égalité de deux endomorphismes de I’espace vecto-
riel des séries enti¢res formelles. — Soient U et V deux endomorphismes de
Pespace vectoriel K[[X]] satisfaisant & la condition suivante ; pour toute suite (A,)
d’éléments de K[[X]] telle que vy(A,) tende vers + o, v[U(4,)] et vo[V(4,)]
tendent vers + o avec n. Alors, pour que U =V, il faut et il suffit que, pour
tout entier naturel n, U(X™) = V(X").

Cette derniére condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si
elle est vérifiée, alors, puisque U et V sont linéaires, pour tout élément P de
K[X], U(P) = V(P). Autrement dit, W = U — V est un endomorphisme de
K[[X]] qui s’annule sur tous les polyndmes. De plus, pour toute suite (4,)
d’éléments de K[[X]] telle que v,(A4,) tende vers + oo avec n, vo[W(A4,)] tend
vers + oo, Considérons maintenant une série entiére formelle 4; pour tout
entier naturel p, notons 4, la tronquée de 4 a P’ordre p. Puisque vy(4 — 4,)
tend vers + oo, vo[W(4 — A4,)] tend vers + oo avec p. Or,

W(A) = W(A,) + W(4 — A4,) = W(4 — 4,),

puisque A, est un polyndme. Par suite, v,[W(A4)] tend vers + o avec p, ce qui
implique que v,[W(A4)] = + o, c’est-a-dire que W(4) = 0.

COROLLAIRE 2. — Critére d’égalité de deux applications multilinéaires sur
P’espace vectoriel des séries entiéres formelles. — Soient r un entier naturel non
nul, S et T deux applications multilinéaires de K[[X]I dans K[[X]] satisfaisant a
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la condition suivante : pour tout élément j de [1,r), pour toute suite
(By, ..., Bj—y, Bj4q, ..., B) d’éléments de K[[X]] et pour toute suite (A,)
d’éléments de K[[X]] telle que vy(A,) tende vers + oo, v,[S(By, ..., Bj_y,
A, Bisq, ..., B)l et vy [T(By, ..., Bj_y, A,, Bj+q, ..., B,)] tendent vers + o
avec n. Alors, pour que S = T, il faut et il suffit que, pour toute suite
(ny, ny, ..., n,) d’entiers naturels

s(x™, xm=, ..., x™) =T1(x™, X™, ..., X™).

Lorsque r = 1, ce corollaire se réduit au précédent. Le cas général s’en
déduit par récurrence sur r, en appliquant a chaque pas le corollaire 1 a ’appli-
cation linéaire

A S(By, ..., B;_y, A, X"*, .., X™),

COROLLAIRE 3. — Propriétés de la multiplication des séries entiéres formelles.

1. L’application (A, B) > AB est la seule application bilinéaire symétrique M
de K[[X]] x K[[X]] dans K[[X]] prolongeant la multiplication des polynémes et
satisfaisant a la condition suivante : pour toute série entiére formelle B et pour
toute suite (A,) de séries entiéres formelles telle que v,(A,) tende vers + oo,
vo[M(A,, B)] tende vers + oo.

2. L’algébre K[[X]] est associative.

L’assertion 1 découle aussitot du corollaire 2, que I’on spécialise aux appli-
cations bilinéaires (4, B) > AB et (A, B)> M(A, B).

L’assertion 2 découle encore de ce corollaire, que 1’on spécialise aux appli-
cations trilinéaires (A4, B, C) > A(BC) et (A, B, C)— (AB)C.

DEFINITION 1.26. — Familles sommables de séries enti¢res formelles. —
Soient I un ensemble non vide et (A;);c; une famille d’éléments de K[[X]]. On
dit que cette famille est sommable si, pour tout entier naturel p, I'ensemble I, des
éléments i de I tels que vy(A;) < p est fini. Alors, pour tout entier naturel p, la

famille (o,;) des ™ coefficients des séries enticres formelles A, est a support
fini. On appelle somme de la famille (A;);c; la série entiére formelle A = (a,)

définie par la formule
Cxp = Zcxpi.
iel

REMARQUE. — Toute famille (4,); ., & support fini est sommable, et sa somme

n’est autre que ZAi. C’est pourquoi, dans le cas général, la somme d’une
iel

famille sommable (4,);., de séries entiéres formelles se note encore Z:A"

iel
+ 0

+ o0
Lorsque I = N, cette somme se note Z A,. Lorsque I = Z, elle se note Z A,.

n=0 n=-—o
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EXEMPLE. — Soit A = («,) un élément de K[[X]]. La famille des séries enticres
formelles (¢, X™),N est évidemment sommable, et sa somme n’est autre que 4.
C’est pourquoi nous noterons désormais A4 sous la forme

Lorsque A est un polyndme, cette notation est compatible avec celle qui a été
introduite au § 1, puisque la famille (o, X"),en est alors & support fini.

PROPOSITION 1.41. — Valuation et troncatures de la somme d’une famille
sommable. — Soit (A4;);.,; une famille sommable d’éléments de K[[X]]. Alors

UO(ZAi) > i.m; vo(4)),
iel e

avec égalité s°il existe un élément i de I tel que, pour tout élément j de I différent
de i, vo(A;) < vo(4;). De plus, pour tout entier naturel p, la famille (T(A;))ie,
est une famille a support fini de polynomes, et

T,,(ZA i) = D Ty(A).
iel iel
En effet, I’ensemble des éléments i de I tels que vy(4;) < p est fini.

COROLLAIRE. — Soient (A;);<; et (B,);c; deux familles sommables d’éléments
de K[[X]), et p un entier naturel. Si, pour tout élément i de I,

A; = B; (mod. 3)),
alors
zAi = zBi- (mod. 3,).
iel iel
PROPOSITION 1.42. — Propriétés de la sommation des séries entiéres for-

melles.— Soient I un ensemble non vide, et (A;); . une famille d’éléments de K[[ X]].

1. Soit o une permutation de I. Si (A;);.; est sommable, il en est de méme de
(Agei))ier> €t

(1) zAa(i) = zAi
iel iel
(formule de réindexation).

2. Soit J une partie de I. Si (A;);; est sommable, il en est de méme de (A;);.;.
(On convient que si J = ¢, ZAi = O.)
ieJ
3. Soit (1), c g une famille de parties de I disjointes deux a deux et telles que

I= UI,,. Si la famille (A;);.; est sommable, alors, pour tout élément h de H,
heH
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la famille (A});c,, est sommable, et la famille (By), .y, 0%t B, = Z A,, lest aussi.

iel,
De plus,
2) A= Z(ZAi)
iel heH\iely
(formule de sommation par paquets).
Assertion 1. — Soit p un entier naturel. L’ensemble J, des éléments i de 1

tels que vo(4;) < p est fini. La famille (4,(;));.; est donc sommable, puisque
I’ensemble des éléments i de I tels que vy(4,(;) < p n’est autre que o~ 1(J,).

Pour vérifier la relation (1), il suffit de prouver que, pour tout entier p,
les deux membres sont congrus modulo 3, ce qui est immédiat, puisque, pour
tout élément i de I n’appartenant pas a J, U o~ 1(J,), 4; et 4, sont congrus
a 0 modulo J,.

L’assertion 2 est évidente.

Assertion 3. — Si (A4,);; est sommable, (B,);, g est évidemment sommable.
Pour vérifier la relation (2), on prouve comme dans ’assertion 1 que, pour tout
entier p, les deux membres sont congrus modulo J,.

REMARQUE 1. — Soit (Ai)i ¢ une famille sommable de séries entiéres formelles. Alors

+c0
’ensemble P des éléments i de I tels que 4; 7 O est dénombrable, puisque P = UJP.
p=0

REMARQUE 2. — La réciproque de I’assertion 3 est fausse, comme le montre ’exemple
oul= Z* ou H = N*, o, pour tout k€ N*, I, ={ — h, h }, et ol1, pour tout i€ Z*, 4, =1

sii> 0,4, =—1sii<0.

PROPOSITION 1.43. — Distributivité de la sommation. — Soient I et J deux
ensembles non vides, (A;);cy et (B});e; deux familles sommables d’éléments de
KI[[X]). Alors la famille (A;B;); ;< =, est sommable, et

@ (gIA i) (,gJBj) - (i,j)glx JA i

En effet, pour tout entier naturel p, ’ensemble I, (resp. J,) des éléments i de I
(resp. j de J) tels que vy(d4;) < p (resp. vo(B;) < p) est fini. Comme
vo(4;B;) = vo(4;) + vo(B;), 'ensemble des couples (i, j) tels que vo(4;B;) < p
est contenu dans I, x J,. La famille (4;B;); j e« s est donc sommable.

Pour démontrer la relation (1), écrivons que, pour tout entier naturel p,

A;B; = T,(A)T,(B)). (mod. J3,)
Par suite,

(2) D, 4:B; = DT(A)T,(B)). (mod. 3,)
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D’autre part,

DA, = D> T,A), (mod. 3,)
iel iel
> B; = > T,(B). (mod. J,)
Donc 1< 1<
3) (iEZIA i) (%Bj) = (gITp(A i))(;TP(Bj)) (mod. 3,)

Les seconds membres des congruences (2) et (3) sont égaux, puisque les familles
(T,(A1));c; et (T,(B;));es sont a support fini.
Ainsi, pour tout entier naturel p,

4) ;AiBj = (zA,-)(ZBj). (mod. J,)

iel jeJ

La formule (1) en résulte, car I'intersection des idéaux J, est réduite & { 0 }.

PROPOSITION 1.44. — Substitution d’une série enti¢re formelle dans une autre.
+
1. Soient A = > o,X" et B deux séries entiéres formelles. Si vy(B) est
n=0
strictement positif, la famille (o, B"), N est sommable. La somme de cette famille
s’appelle composée de A et de B, et se note A o B; elle est dite obtenue par substi-
tution de B a X dans A. De plus,

Q) V(A o B) = vo(A)* vo(B).
En particulier, pour tout entier strictement positif p,
AeJ,=>A-Be3,.

2. Soit B un élément de K[[X]] tel que vy(B) soit strictement positif. L’appli-

cation A > A o B est un endomorphisme de I’algébre unitaire K[[X]]. Autrement
dit,

(6) (A1+A2)OB=A10B+A20B
(7 (2¢A) e B = a(A o B)
(8) (A1A;)e B = (A;0 B):(4,0 B).

De plus, pour toute famille sommable (A;);.; d’éléments de K[[X]],

9) (ZAi) oB=YA;0B.

iel iel

3. Soient A, B et C trois éléments de K[[X]]. Si vy(B) et vo(C) sont stricte-
ment positifs, alors

(10) (Ao B)o C = A o(BoC)

(associativité de la substitution).
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Assertion 1. — 11 est immédiat que la famille («,B") est sommable, puisque,
pour tout entier naturel n, vy(x,B") = nvy(B) = n.
Posons p = vy(A4). Alors

+ o0
A= Za,,X",
n=p
ou a, # 0. Donc

Ao B = "'Zw“an,
et "t

vo(A4 o B) = inf vy(a,B") = vo(x,B?) = pvo(B).
nEN

Assertion 2. — 11 est immédiat que ’application A 1> A o B est un endomor-

phisme de I’espace vectoriel K[[X]], qui transforme 1 en 1. Il reste donc & prou-

ver que, pour tout couple (4,, 4,) d’éléments de K[[X]] et pour tout élément B
de K[[X]],

(A143) o B = (Ao B)-(4, o B).

Lorsque A, = X? et A, = X% ou p et q appartiennent 3 N, cette relation est
vérifiée, car elle se réduit & BP*? = BPB% D’autre part, les applications
(Ay, A}) > (A1A5)0 B et (Ay, A)) > (A, o B)-(A4, - B) sont bilinéaires, et elles
satisfont aux hypothéses du corollaire 2 de la proposition 1.40, puisque
vo(4 o B) = v5(A)vy(B). Par suite, ces applications bilinéaires sont égales, ce
qui démontre la formule (8).

La formule (9) résulte aussitot de la formule (6) lorsque la famille (4,);,
est a support fini. Dans le cas général, on prouve que, pour tout entier stricte-
ment positif p, les deux membres de cette formule sont congrus modulo 3,

Assertion 3. — Lorsque 4 = X", la formule (10) se réduit a la suivante :
(11) B C = (B.C),
laquelle s’établit par récurrence sur I’entier », grace a la formule (8). Lorsque

+ oo
A= Zoc,,X ", la formule (9) montre que

(12) (Ao B)oC = (ganB')o C= fanw"o C)
n=0 n=0

et que

(13) Ao(BoC) = > a,(BoC)"

La formule (10) résulte alors des formules (11) a (13).

REMARQUE. — Lorsque A4 et B sont des polyndmes, v,(B) étant strictement positif, 4 o B
coincide évidemment avec le composé des deux polyndmes A4 et B, ce qui justifie 1a notation
employée.
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EXEMPLE. — Séries entié¢res formelles paires, impaires. — On dit qu’une série entiére for-
melle A est paire si A(— X) = A(X); on dit que 4 est impaire si A(— X) = — A(X).

Si la caractéristique de K est différente de 2, les séries entiéres formelles paires et les séries
entiéres formelles impaires constituent deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans
K[[X]], notés respectivement § et J; les projecteurs associés a cette décomposition en
somme directe sont les applications

AP ZUAX + A X1 ot Ab>2 [AX) — 4= X))

De plus, pour que A soit paire (resp. impaire), il faut et il suffit que tous ses coefficients
d’indice impair (resp. pair) soient nuls.

PROPOSITION 1.45. — Détermination d’un endomorphisme de 1’espace vecto-
riel des séries entitres formelles. — Soit (B,), . une famille sommable d’éléments
de K[[X]]. Il existe un endomorphisme U et un seul de lespace vectoriel K[[X]]
satisfaisant aux deux conditions suivantes :

a) Pour tout entier naturel n, U(X") = B,.

b) Pour toute suite (A,) d’éléments de K[[ X]] telle que vy(A,) tende vers + oo,
vo[U(A4,)] tend vers + o avec n.

+ o0
De plus, la valeur de U sur une série entiére formelle A = ) a,X" est donnée
par la formule n=0

) U(4) = +z°°a,,3,,.
n=0

L’unicité de U a déja été démontrée (cf. cor. 1 de la prop. 1.40). Puisque la
famille (B,) est sommable, il en est de méme de la famille («,B,), pour toute
suite («,) de scalaires. Il est alors immédiat que I’application U définie par la
formule (1) convient, car vyo(B,) tend vers + o avec x.

REMARQUE. — On laisse au lecteur le soin d’étendre cette proposition au cas des applica-
tions multilinéaires de K[[X]]” dans K[[X]].

THEOREME 1.13. — Intégrité de 1’anneau des séries entiéres formelles.

1. L’anneau K[[X]] des séries entiéres formelles d une indéterminée a coeffi-
cients dans K est intégre.

2. Pour qu’un élément A de cet anneau soit inversible, il faut et il suffit que
vo(A4) = 0, autrement dit, que le terme constant de A soit non nul. Dans ces
conditions, on peut écrire A sous la forme A = a(1 + N), ot a €K* et ou
vo(N) = 1. Alors

Al ="' =N+ N>+ ... + (= 1)"N" + ..)).

L’assertion 1 résulte aussitot de la formule vo(4B) = vy(A4) + vo(B).
Assertion 2. — Notons d’abord que 1 + X est inversible dans K[[X]], et

+
admet pour inverse U = > (— 1)"X", car (1 + X)U = 1.
n=0
Soit maintenant 4 un élément de K[[X]] admettant un inverse B. La rela-
tion 4B = 1 montre que vy(4) + v4(B) = 0, ce qui impose vy(4) = vy(B) = 0.
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Réciproquement, tout élément 4 de K[[XT]] tel que vy(4) = 0 se met d’une
maniére et d’une seule sous la forme 4 = (1 + N),oux e K* et ot vy(N) = 1.

Cette derni¢re relation montre que N est substituable dans la série entiére for-
melle U. De plus,

1+ N)UeN)=[1+ X)Ule N=1-N=1.

Par suite, ' Uo N est inverse de 4, ce qu’il fallait prouver.

COROLLAIRE 1. — L’ensemble W des séries entiéres formelles de la forme
U=1+ N, ot vo(N) > 0, est un sous-groupe du groupe multiplicatif des élé-
ments inversibles de K[[ X]].

I1 est immédiat que U est stable pour la multiplication et que 1 appartient
a U. D’autre part, tout élément U = 1 + N de U est inversible dans K[[XT]],
et U'!=1—-N+N>+ ... +(—1)’N"+ ..., ce qui montre que U~1!
appartient encore a U.

COROLLAIRE 2. — Structure des idéaux de 1’algébre K [[ X]].

1. Pour tout entier naturel p, 'ensemble I, des séries entiéres formelles de
valuation supérieure ou égale a p est un idéal de I’algébre K[[X]], qui n’est autre
que lidéal principal engendré par XP. La suite des idéaux M, est strictement
décroissante, et Uintersection de ces idéaux est réduite a { 0 }.

2. Tout idéal non réduit a {0 } de K[[X]] est de la forme précédente. En par-
ticulier, K[[ X]] admet un plus grand idéal strict, a savoir M.

L’assertion 1 est immédiate.

Assertion 2. — Soient I un idéal non réduit & {0} de K[[XT], p le plus petit
des entiers vy(B), ol B parcourt 3, et 4 un élément de J tel que vy(4) = p.
Nous pouvons écrire 4 sous la forme 4 = aX?(1 + N), ol a € K* et ou
Uo(N) = 1. Comme o1 + N) est inversible, X? appartient & 3, ce qui prouve
que I, est contenu dans J. D’autre part, pour tout élément B de S, vy(B) > p,

ce qui montre que B est divisible par X”. L’idéal J est donc contenu dans M,
ce qui acheve la démonstration.

Pour tout entier naturel non nul #, X" est non inversible dans K[[X]], ce
qui conduit a la

DEFINITION 1.27. — Algébre des séries enti¢res formelles généralisées. —
Soit E le sous-espace vectoriel de K% constitué des suites (0ts)nez @ support minoré,
C’est-a-dire telles que ’ensemble des entiers n tels que o, # 0 soit minoré. L’appli-
cation de E x E dans E qui aux suites (o)) et (B,) associe la suite (y,) déterminée
par la formule

= D %B,

ptg=n

définit sur E une structure de K-algébre. Cette algébre s’appelle algébre des
séries entiéres formelles généralisées a une indéterminée a coefficients dans K,
et se note K((X)); elle est évidemment commutative, et elle admet pour élément
unité le polynome 1. L’algébre K[[X]] des séries entiéres formelles est une sous-
algébre unitaire de I’algébre unitaire K((X)).



76 POLYNOMES A UNE INDETERMINEE [cHAP. 1]

DEFINITION 1.28. — Valuation d’une série entiére formelle généralisée. —
Soit A = (,), ez un élément de K((X)).

— Si A est non nul, on appelle valuation de A le plus petit des entiers ration-
nels n tels que o, soit non nul.
— Si A est nul, on appelle valuation de A I’élément + oo,

La valuation d’une série entiére formelle généralisée A se note vy(A); c’est
un élément de Z, différent de — o,

Les propriétés de la valuation des séries enticres formelles (cf. prop. 1.39)
s’étendent aussitot & ce cas.

DEFINITION 1.29. — Troncatures d’une série entiére formelle généralisée. —
Soit p un entier rationnel. On appelle troncature a I'ordre p I'application T, qui

p
a tout élément A = (a,),.z de K((X)) associe I’élément z o, X"
n=-—o0
La troncature T, est un endomorphisme de I’espace vectoriel K((X)), dont
Iimage est le sous-espace vectoriel engendré par la famille (X”), ,, et dont
le noyau est le sous-espace vectoriel 3, de K((X)) constitué des séries entiéres
formelles généralisées de valuation strictement supérieure a p.

REMARQUE 1. — Cette fois I, n’est pas un idéal de K((X)), mais, pour tout
couple (p, q) d’entiers rationnels, 3,3, < J,4,.

REMARQUE 2. — Les deux premiers corollaires de la proposition 1.40
s’étendent aussitot au cas des séries entieres formelles généralisées. Exacte-
ment comme au corollaire 3 de la proposition 1.40, on en déduit que I’algébre
des séries enti¢res formelles généralisées est associative.

DEFNITION 1.30. — Forme canonique d’une série entiére formelle générali-
sée. — Soit A = (&,),ez un élément non nul de K((X)). Il existe un couple(p, B)
et un seul constitué d’un entier rationnel p et d’une série entiére formelle B tel que
A = XPB et que vy(B) = 0. L’entier p n’est autre que vy(A).

THEOREME 1.14. — Corps des séries enti¢res formelles généralisées. —
L’algébre K((X)) des séries entiéres formelles généralisées est un corps commutatif,
possédant les propriétés suivantes :

1. L’anneau K[[X]] est un sous-anneau unitaire du corps K((X)).
2. Le corps K((X)) est engendré par I’anneau K[[ X]].

Autrement dit, K((X)) est isomorphe au corps des quotients de I’anneau
intégre K[[X]].

Nous savons déja que la multiplication est associative dans K[[X]]; nous
en déduisons qu’elle I’est encore dans K((X)), en utilisant les formes cano-
niques.

Considérons un élément non nul 4 de K((X)), écrit sous la forme cano-
nique 4 = X?B, ou p = vy(4) et vo(B) = 0. D’apres le théoreme 1.13,
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B est inversible dans K[[X]] et, a fortiori, dans K((X)). Par suite, 4 est inversible
dans K((X)),et A~ = X PB~ L,

Le reste du théoréme est immédiat.

REMARQUE 1. — En particulier, tout élément de K(X) est un élément de K((X)). On trou-
vera dans I’exercice 74 une condition nécessaire et suffisante portant sur les coefficients d’une
série entiere formelle généralisée A pour que A appartienne a K(X).

REMARQUE 2. — Les familles sommables de séries enti¢res formelles généralisées se défi-
nissent comme dans le cas des séries entiéres formelles. Toute série entiére formelle généralisée

+c0
A = (2,)cz Sécrit alors sous la forme 4 = > «,X". Les propositions 1.41, 1.42 et 1.43
n=-—o
s’étendent aussitot.
+00
REMARQUE 3. — Soient 4 = Z «, X" une série enti¢re formelle généralisée et B une
n=—o

série entiére formelle. Si vy(B) > 0, la famille (“an)neZ est sommable. La somme de cette
famille s’appelle composée de A et de B, et se note 4 o B. La proposition 1.44 s’étend aussitot.

THEOREME 1.15. — Dérivation des séries entiéres formelles généralisées. —
Soit K((X)) l'algébre des séries entiéres formelles généralisées a une indétermi-
née a coefficients dans K.
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